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De unitatibus complexis. 


Dissertatio inauguralis arithmetica *). 


(Auctore L. Kronecker.) 


In prineipalia doctrinae numerorum incrementa introduetionem nume- 
rorum complexorum, ipsi summo buius scientiae ereatori debitam, referendam 
esse inter omnes constat. Qui numeri quam vim ad promovendam seientiam 
habeant, inde elucet, quod arete et cum residuis potestatum et eum theoria 
formarum altiorum graduum et eum ceirculi seetione eohaerent. Summus 
Gauss primus disquisitiones de numeris eomplexis formae a+bY—1 in pu- 
blieum edidit, quarum theoriam postea Cl. Lejeune-Dirichlet uberius tra- 
etavit**). Generalioris numerorum complexorum speciei mentionem feeit Cl. 
Jacobi, qui eireuli seetionem pertractans in hane quaestionem ineidit **®), 
Praeterea ad hane partem doctrinae numerorum speetant et observatio Chi. 
Jacobi f) et recentiore tempore disputatio Cli. Kummer „de numeris com- 
plexis qui unitatis radieibus et numeris integris realibus constant," et com- 
mentatio Illi. Eisenstein „de formis eubieis trium variabilium ete.“* 7). — 
Ex quo prospectu, quam pauca de numeris eomplexis hue usque in publi- 
cum edita sint, iam elucet, ideoque in sequentibus praecipue tantum ad 
illam Cli. Kummer disputationem leetorem reiicere potero. Cum vero non- 
nulla theoremata in illa commentatione iam tradita elegantius demonstrare 
mihi contigerit, etiamque alia quaedam nondum tradita ad perserutandas 
unitates complexas adhibenda sint, cumque denique, quoad nune possim, 


*) Haeec dissertatio aestate anni MDUCCXLYV ordini philosophorum universitatis 
Berolinensis proposita eique ex auctoritate summi viri Lejeune-Dirichlet probata est. 
Typis autem tum non excusa est nisi pars aliqua, seilicet paragraphi 1—16, quae 
publice prodiit d. X. m. Septembris a. MDCCCXLV; quae sequuntur paragraphi 17—20 
ineditae adhue nune primum evulgantur. 

=") Orelles Journal Bd. 24. 

*#%*) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1837 (8. 127 sqa.); v. etiam commen- 
tationem Illli. Eisenstein. „Beiträge zur Kreistheilung“* (Orelles Journal Bd. 27). 
T) Crelles Journal Bd. 19 8. 314. ir) Crelles Journal Bd. 28. 
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totum aliquod eonficere velim, disquisitionem fere ab initio repetere praeferam. 
(Juem ad finem pars prior huius dissertationis, unitatibus complexis deditae, 
illas disquisitiones numerorum eomplexorum quasi fundamentales continebit. 

Denique adnotandum recentissimo tempore Clum. Lejeune- Dirichlet, 
dum in Italia versabatur, quaestiones de unitatibus prineipales ratione maxime 
generali latissimeque patente mira quidem simplieitate tractavisse, quarum 
rerum prospeetum nune in publicum editurus est. Quod quidem cum acei- 
perem his meis disquisitionibus ijam finitis, eas elaborare tamen non plane 
inutile videbatur, et quia hae quae proferentur methodi ab illis methodis 
generalibus omnino differunt, et quia in pertractandis unitatibus ex unitatis 
vadieibus compositis quaestiones quaedam se offerunt, quas ipsas tanquam 
speeiales alieuius momenti esse arbitror. 


PARS PRIOR. 


&. 


Ne postea investigationum ordinem interrumpere oporteat, hoe quod 
sequitur lemma, euius frequens erit usus et quo nonnullae demonstrationes 
praeeidentur, antea praemittimus. 

Sint aequationis algebraieae ni gradus coeffieientibus integris (coef- 
fieiens ipsius x" sit unitas) » radiees: a, P, y ete. atque eiusdem aequa- 
tionis, si tanquam congruentiam modulo p (ubi p numerus primus) consi- 
deres, » radices: a, b, e ete.; sit porro f(a, P,y,...) funetio radicum alge- 
braiea integra symmetrica, eongruentiam 

fie, P,Y,...)= f(a, b, e,...) (mod.p) 


loeum habere dieo. 


Dem. Etenim quamque funetionem radieum algebraicam integram sym- 
metricam ödentice tanquam functionem integram expressionum: e+P+y+t'", 
«Pß+ay-+:-- ete. repraesentari posse constat. Ergo f(a, b, ec, ....) eadem 
funetio integra expressionum: a+b++--, ab+ac-+.-- ete., quae f(a, P,y; »-.) 
ipsarum @&+P+y+, eß+ay+ ete. sit oportet. Cum vero a+tb+c+- 
eoeffieienti ipsius x" i.e. quantitati @+P+y-+--- pariterque ab+ac+--- 
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ipsi e@d-+ay+ +: ete. secundum modulum p congrua esse notum est, id quod 
contendimus facile eoncludi potest. 

Nune sit v numerus primus, w radix aequationis & = 1 primitiva. 
Sint porro &, &, ... &_, periodi radieum ®, quarum quaeque « terminos 
contineat, ita ut habeamus Au =rv—1 et: 


gt get (u—1)/ 
& == @ -- wm’ un + ..4-W ’ 
2 +1 . a24+1 „(u—l)/+1 
1.) & 0 = w +w + Le. +0 k 
| at Pay | E Pk 7 | Uuh—] 
= HT rw, 


ubi g est radix primitiva ipsius v. Ex quibus aequationibus statim eolligitur: 
ine et 1+etst +, =. 
Iam posito 
ats ++ +_&_ = fl"). 
ubi literis: a, a, ... a,_, numeri reales integri designantur, talem expressionem 
f(e) numerum complexum voco. lam quia omnis periodorum funetio rationalis 
tanquam omnium periodorum functio linearis repraesentari potest, produetum 
numerorum complexorum rursum in formam ipsius fie) redigi posse patet. 
Deinde eadem, qua Cl. Kummer in disputatione illa iam laudata ($ 1) usus 
est ratione, ex aequatione: 
ace+a&+',"+a,_,&5_, = be+b,., +: +b,_,&_ı 

sequitur, ut sint a=b, u=b,, ... 5, =b._.. 

Numeri f(&), f(&), ».. f(&_,) numero f(&) eoniuneti dieuntur et fa- 
eile, brevitatis causa f()=f, f(&) = fı ete. positis, aequationes sequentes 
loeum habere elucet: 


a ++ tan = fs 
(I. at Th&4+'-+a;_it = fh: 
0&_,7GE + +48. > f; 1* 


Quod aequationum systema ut secundum quantitates a, a,, ... solvamus, 
litera @ aligquam aequationis @« —=1 radicem designamus. Tum aequatione 
prima in 1, secunda in «, tertia in «’ ete. postrema in «’=' duetis iisque 
additis aequationem: 


*) Cum illa periodorum funetio linearis eadem tanquam funetio ipsius & rationalis 
integra repraesentari possit. 


De 
l a 
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+80 +80 +. +8 ‚A N)(a+aa +, ’+..+a_,a 4”) 
= f+Hfiathet + fe" 
pro quaque unitatis radiece 4° « obtinemus. 
Cum vero expressio e&+&@+:-+&_,e‘' nihil aliud sit, nisi id quod 
Cl. Jacobi in commentatione illa iam supra laudata*) signo F(«) denotat, 
formulam 1. ce. traditam in auxilium vocamus: 


(I11.) 


(+, 0 ++, etz +. +5) aM) evt day. ade, 
quae pro quoque ipsius « valore, excepto illo «= 1, locum habet. Qua 
adhibita atque aequatione (III) per ipsum e+s@a "+8 "+... +8 ,a =) 
multiplicata aequatio: 

v v(ataa'+a,a "+. +a,_, a 49) 
4 

> bi —] PEDER (} GEBER 1 
— (f+fiet "+ fie ').(e+80 +'.+&_,0 VG , 

(posito « numerum esse parem) oritur, atque pro quoque ipsius « valore 
unitate excepta valet. Unde coneludi licet: 
Der =fe +fath&et+t+h-1&-ı+m, 


vv, I = fa +fatfhst+f-ıe +m, 


‚= fa tfie that t+fhio.t+m. 
(Juando enim pro quibusvis quantitatibus 5 et e systema aequationum habemus: 
b+b,a +u+b,a” +utb at! =ct0a +40 ++ 1a", 


b+b,@® ++b,e” +u4+b_ a" —=c+tga +40,” +ute,_ aD, 


b+b, a4. +5," "4.4 b,_,0 “ c+c, AL td. re, q, 
facile prima aequatione in «”, secunda in a7” etc. dueta iisque additis 
aequatio eolligitur: 

,b,—(b+b+.-+b_)=4o,—(c+c++0_,) seu b,=c,+m, 
ubi m respeetu r constans est. 
Ut quantitas m definiatur, adnotamus istis aequationibus » additis fieri: 
Vl) vlia+a++a_) = (f+fıt+fh-1) (et+&+,+&_,)+ Am. 


Cum vero e&+& +" +85, =—1sit et ata, +: +4 _, = — (f+f + +fi 4) 
esse ex aequatione (LII) ibi ponendo «=1 colligatur, aequatio (Vl) mutatur in: 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie 1837 (8. 125). 
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— (v—1)(f+fit-+fh_)=Am seu -—uif+fit"+fi-\) = m. 
(Juo valore ipsius m substituto has consequimur aequationes, systemata (11 
et (V) repraesentantes: 


\ 


(VIL.) | ee 
— va, = f[u-e)+fi(u 8, 1)t+fh\ (u—E 
pro ipsius r valoribus: 0, 1, 2,... 4—1. 

Iam vero respeeta analogia numerorum eomplexorum, qui radieibus 
unitatis ad numeros ceompositos (vr) pertinentibus constant, numeros com- 
plexos f(e) sub hac forma aceipere eonvenit, seilicet: 


il 


fie) = atac+mEe +. +a,_1E, 


/ 


quamquam wnitates complexas in posterum illius formae supra exhibitae 
ponemus. — Produetum talium numerorum f(e) rursus in eandem formam 
redigi posse inde elucet, quod quaevis periodus tanquam functio rationalis 
integra unius repraesentari potest, quodque quaevis funetio integra periodi 
g per aequationem illam gradus 44, quarum radices &, &,... &_, sunt, ad 
eradum (4—1)fum redigi potest. Denique ex aequalitate duorum numerorum 
ceomplexorum aequalitatem singulorum eoeffieientium eolligi posse inde patet, 
quod funetio periodi integra gradus (A—1) evanescere nequit, nisi omnes eius 
coefficientes evanescunt. 

Produetum omnium numerorum eoniunetorum, tanquam funetio perio- 
dorum invariabilis integra, numerus realis integer est atque norma appellatur. 
Est igitur: 

fie) fla)...f[a-) = Amfle 
et quidem respeetu & (uodsi enim fie) tanquam funetio alius periodi e. g. 
ipsius ® eonsideratur, ita ut sit: fie) = Yo), apparet esse 

Nnyo)=gy(w)yp(w,)...gy(w,.,) sive Nmg(o)= (Nmf(e))“. 
Neque unquam, ne ex aequalitate signorum ambiguitas oriatur, verendum est. 
Caeterum ex ipsa definitione colliguntur aequationes: 

Nmf(e)=Nmf(e) et Nm(fle).pie)= Nmf(e).Nmg ie). 
Cum sit 
(Nmfie))“=Nmy(w) =1 (mod.r), 


posito numerum Nmf(e) ad ipsum v primum esse (Disput. Cli. Kummer $ 2), 
sequitur, ut quaevis norma respectu & residuum sit Afae potestatis modulo r. 
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8 2. 
Ponatur p numerus primus eiusmodi, ut sit p“= 1 (mod.r), atque sit: 
p=p(ep/&)...p(&_,) = Nmp(e), 
istos factores ulterius in faetores complexos ex his ipsis periodis e com- 
positos discerpi non posse atque inter se diversos esse, eadem qua Ul. Kummer 
in disputatione sua ($ 5) usus est ratione probatur. Deinde cum nuper a 
Clo. Kummer demonstratum sit, congruentiam 4 gradus: 
2-2) (2 —8&)...(2—&8_[)=0 (mod.p) 

semper habere A radices, si p eondieioni suffieit p*=1 (mod. rv)*), has ipsas 
**) Jam haec duo habentur theoremata: 

1. Si f(e) numerus est complexus, euius norma per numerum primum 
p divisibilis est, unus numerorum f(e), fie), ... seeundum modulum p nihilo 
eongruus erit; et quando unus numerorum f\e) ipsum p metitur, etiam Nm f(e 
factorem p implieat. 

Dem. Gum produetum fie) f(&)...f(&_,) functio sit algebraica in- 
tegra symmetrica radieum aequationis (2 —e) (2— &)...(2— &_,) = 0, seeundum 
primum nostrum lemma erit: 


fe) fa)... fu) = fie) fleı)...fle_) (mod.p) 
sive Nmfle) =f(e) f(e,)...f(e;_,) (mod.p), 


designemus literis: e, &, »:. &_ı 


unde theoremata illa sponte manant. 

2. Theorema. >Sint p(e), p(&),... factores primi complexi numeri 
primi p sitque p(e) ille factor, qui eondieionem explet p(e) = 0 (mod.p), con- 
gruentia haee locum habebit: 

e=e (mod.p(e)). 
Dem. Ponatur 
e—.)p(&)p(&)..pl&a-ı) = p(E), 


unde 

e-.)p(e)p(&)...p(&_,) = yla) etc.; 
tum erit g(e)=0 et yle)zyle) = + = Y(e_,) = (0 (mod.p), quia omnes 
hi numeri factorem pie) implieant, quem nihilo congruum supposuimus. Jam 
erit seeundum illud lemma: 


ge +Yyla)+"+pl5 5) EgYple)+Yle)+-+Yple_,) 0 (mod.p). 





*) In commentatione „de divisoribus formarum quarundam etc.“ quae proximo 
tempore edetur; vel etiam in commentatione Cli. Schoenemann (Creiles Journal, Bd. 19, 
S. 306) 

Le Zr . 


**) Adnotamus quodvis e, eandem ipsius e funcetionem integram esse quam £, ipsius e. 
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Deinde erit pe) +p e) pl) + +pe)py(&_,)Zzyle, eum reliqua produeta omnes 


factores p(e) ideoque ipsum p eontineant. Ergo habemus: p(e)' 0 (mod.p). 
Jam si p ad v primum supponitur, erit pP” =1 (mod.r) atque (ef. $3, 1) 
u v— 
yler =y(l® =yie) (mod.p). 


Erit autem 
/ vi v—1_o) 
y(erP =gyleP —,gyle 0 (mod.p), 


unde denique: 
y(e)=0 (mod.p), 1. e. (e-e)p(&)p(&)...p(&-,) 0 (mod.p(e)p(&)...p/&_,)). 
ergo: | 

e-e=( (mod.p(e)). 
Casu p=v habemus Nmp (e) =rv et posito p(e)=f(w) erit Nmf(w)=(Nmp e))*, 
ergo Nmf(w)==0 (mod.v“). Eaque de re f{l)=0 | mod.r) (disputatio Cli. Kummer 


$ 2); ergo cum sit (1—-o) (1—-w’).-=r, erit quoque fl) = 0 (mod. (1—w)). 
Deinde propter congruentiam 1 = w (mod. 1—w)) habemus f w) 0 (mod. 1—w)). 
lam posito f(») = (1-w)f'(w) erit Nmf(w)=0 (mod.rv“ 
ergo sieut supra f(o)=(l1-w)f"(w\). 

(Jua ratione denique obtinemus f(w) = (1—-w)"p(w). Est vero 


Nmf(o)=rv"=v"Nmy io), 
unde p(w) unitatem complexam esse patet. Ergo erit quoque: 
1-o)“=0 (mod. f(w)) seu (mod.p(e)). 
Deinde cum simili modo e eongruentia Nm/e—e)=0 (mod.rv) eolligatur 
e—:)= (l1—-w)\w(wo) sive (e-e)=0 (mod. (1-—- w)“), 
denique respeeta eongruentia illa: (1—-w,“==0 (mod.p(e&)) habebitur: 
e-—:e = (mod.p(e)). 

3. Theorema. Si duo habentur factores primi complexi non coniuneti 
eiusdem numeri primi p e. g. p(e) et p'(e), singuli faetores p'(e) e singulis 
p\e) multiplieando per unitates complexas dedueuntur *). 

Dem. Sint p(e) et p'(e) factores per ipsum p divisibiles, erit: 

p(e)=0 (mod.p) ideoque etiam (mod.p (e)). 
Est vero e=e (mod.p(e)), unde p! (e) = 0 (mod.p (e)) i.e. p'(e)=p(e).p (e), ubi 
pe) unitas complexa est, quia Nmp'(e) =p = Nmp(e).Nmgp(ie) =p.Nmgie), 
ergo Nmy(e)=1. 


*) Quod theorema casus tantum specialis theorematis 2 in $S3 est. 
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4. Theorema. (uando norma numeri complexi p(e) numerus primus p est 
ab ipso » diversus, unum tantum numerorum p(e) numerus p metiri potest. 
Dem. Sit pie) =p(e,)=0 (mod.p) ergo p(e,)=0 (mod.p(e)). Deinde 
cum habeamus e=e et , =e, (mod.p‘e))*), sequitur, ut sit: 
p(&)=0 (mod.p(e)) sive p(&) = p(&).p/e). 
Ergo eum sit: p(e).p(&)...p(&_,)=0 (mod.p), etiam erit: 


p(e).p(e).p(&)..-p(l&-ı) = p(&,).p(&)...p(&_)P (&4ı) + —() (mod.p 
etiamque 
p (8, P".p (&)...P(&_)P(&4) "= p(8).pl&) = 0**) (mod.p) 
. e. IN, Diet (mod.p), sive — _=p.f(e) 
p(e) p(&) p(&) 
sive denique 1= f(e).p(e, id quod fieri non posse facile patet, si in utraque 
aequationis parte normam formes. Tum enim esset 1=p.Nmf(e). 


83. 


Cum omnes numeri complexi, qui periodis constant, etiam tanquam 
funetiones ipsarum radieum eonsiderari possint, eumque iis quae sequuntur 
haee forma simplieior magis accommodata sit, hane ipsam aceipiemus, ubi- 
eunque salva quaestionum generalitate fieri poterit. 

1. Theorema. (Quando norma aliqua Nmf(o») numerum primum p 
eontinet, qui ad exponentem « modulo »v pertineat, illam ipsam normam u" 
ipsius p potestas metiri debet. 

Dem. Cum sit «.A= r-] cumque p ad numerum « pertineat, 


/ 


ponatur p = g‘. Jam erit secundum rationem saepe usitatam: 
fo)=f(w), fo’=f(w), foP= f(w*), ... fio)” 
(Quibus eongruentiis inter se multiplicatis obtinemus: 


fo) tr f(w).f(wr)...f(w) (mod.p). 


l ’ w—l, ,; - \ 
= f(w’ ) (mod.p). 


(Jua in eongruentia si deinceps valores: @’, @”, ... a" ]oco ipsius 
substituuntur, atque congruentiae, quae hoe modo prodeunt, inter se multi- 
plieantur, fit: 

/ Ii+p+--+7 


ıfio).fiw”)...f(w ) ze Nmfio)=0 (mod.p) 


*) adnotationem secundam ad S 2. 
RR) 


V. 
V. 


83,1. 





Kronecker, de unitatibus complexis. g 


sive posito f(o).f(w*)...f(o") = o(w): 
plo)'trt-t 0 (mod.p). 
Jam cum sit 1+p-++--+p“"" <{p“, certo etiam erit 
y(wP"=0 (mod.p). 
Est vero 


yo" —=yplw)=gy(w) (mod.p), ergo YP(w)=( (mod.p), 
unde mutatis radieibus ® oriuntur relationes: 


y E ; ak " , gekı z ER ‚ (u—1)} 
9yo)=ywW)=pywW J)=E- =p(iw 


=0 (mod.p). 
. . en. . f \ » . . E 
unde denique respecta ipsius p(o) definitione: 


r / \ Y \ ds , „(u—1)/ 
Nmf(w)=gY(w).p(w’ )...p(w’ 


:0 (mod.p“). 

2. Theorema. Normam aliquam Nmf(o) si numerus primus p metitur, 
qui ad exponentem « modulo v pertinet quique in A faetores primos com- 
plexos e periodis e compositos dissolvi potest, quotiens illius normae et 
summae quae ea continetur numeri primi potestatis ipse tanquam norma 
repraesentari potest. 

Dem. Primum adnotamus summam ipsius p potestatem numero Nmf(w 
contentam secundum supra dieta multiplum ipsius « esse debere. Jam sit 
p= Nmp(e), deinde ponatur 

f(w).f a"). flw)...f we u; = @(eE)”). 


Tum habemus secundum suppositionem nostram: 
Nmf(o) = Nmg(e) = 0 (mod.p), 
unde secundum $ 2, 1: g/e,)==0 (mod.p) ideoque (mod.p(e)). Cumque habe- 
amus secundum $ 2,2: e==e (mod.p(e)), erit: (8) =0 (mod.p(e)). 
mutatis periodis p(e)=0 (modp(e_,)) i. e. 
f(o).f(o")...f(o“") = 0 (mod.p(e_,)), 


sive si eongruentiam p = g’ (mod.r) respieimus: 


sive 


fio).f wor)... for 0 (mod.p(&_,)). 
Est vero: 
f(o).f(or)...f(or"”" flw)'tr+ tm! (mod. p)**' 
ideoque (mod.p(e_,)), unde ratione supra exhibita colligimus esse: 
fo) =0 (mod.p(e_,)) sive f(o) = yw(w).p(&_,). 


*) Gauss disq. arıthm. 345. 
**) y, paragraphum antecedentem. 
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Ad normam transeuntes obtinemus aequationem: 
Nmf(wo)=p“.Nmy(w) sive Nm I =Nmy(w) q.e.d. 


Iam hac methodo iterum atque iterum adhibita facile patet e suppo- 

sitione Nmf(w) = 0 (mod.p"“) congruentiam colligi huiusmodi: 
fv)=0 (mod.p(&)”.p (&.)” ...), 

ubi m-+m’-+--=n; denique habebitur theorema hocce: quando norma aliqua 
divisibilis est per numerum, cuius factores primi reales in factores complexos 
quam plurimos discerpi possunt*), quotiens illius normae et summae quae 
‚a continetur denominatoris potestatis ipse tanquam norma repraesentari potest. 

Adnotatio. Si Nmf(w)=0 (mod. v), habemus f(w)=0 (mod. (1—w))**), 
pariterque e congruentia Nm f(w) = 0 (mod.v") congruentiam colligimus 

f(wv)=0 (mod. (1—w)"). 


$4. 

Sit fo) numerus aliquis complexus, N numerus realis eiusmodi, ut 
factores eius primi reales in factores complexos quam plurimos discerpi 
possint, sitque factor numerorum f(») et N communis maximus p(w)***), 
numerus w(o) inveniri potest talis, ut sit: w(w).fw)=gy(w) (mod.N)YT). 

Dem. Sit primum numerus N potestas numeri primi, ergo: N=p"; 
sit deinde p= Nmp(e) et p= g* (mod.r). 

lam erit secundum $. 3, 2: 


m 


f(w) = F(o).p(&)".p(&)"..., 
ubi 2”"”"" summa ipsius p potestas numero Nmf(w) contenta. Est igitur 
NmF(o) numerus ad ipsum p primus, quare exstat numerus x talis, ut sit: 
z.NmF(w)==1 (mod.p*). Hine habemus: 


*) Numerum aliquem primum p ad divisorem « ipsius v—1 pertinentem in 


h h u 9 
factores complexos quam plurimos discerpi posse dieimus, si in —— factores com- 
u 


plexos e periodis & compositos eosque coniunctos dissolvi potest. 
„3322. 

##*) ])e factore communi maximo sermonem esse posse inde elucet, quod factores 
ipsius N primi in factores complexos dissolvi queunt, igitur ad eos omnes theorema 
s$ 3, 2 adhiberi potest. Caeterum hoc in ipsa demonstratione probabitur. 

7) Modulum realem aceipimus, quia si complexus est multiplicando per factores 
eoniunetos realis reddi potest. 





| 
x 
; 
E 
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z.F(w’) F(w’)...F(w’"'). fo) = 2.NmF(w).p(e,)”.p(& 
—= p(8&,)”.p(&)”... (mod.p”). 
Designemus ecomplexum factorum omnium et produeto p(&,)”.p (&.)” 


1.) 


et numero p” i. e. producto p(e)”.p(&,)”... communium signo Pe), ita ut sint: 

P (e).p (&,)°.p(&.)” = P(e).A(e) = p(&)".p(&)” -.- 

P (&).p(&,)P.p(&,.)® --- = P(e).B(e) = p". 
Iam nullum indicem a nulli indiei 5 aequalem esse patet. Sint e, ce, ... in- 
dices ii, qui coniuneti cum indieibus a et b seriem 0, 1,2,... A—1 effieiunt, 
atque posito C(e)=p(8,).p(E.)... formetur expressio: 

V(e) = Ale)+B(e).C(e), 
normam huius expressionis numerus p metiri nequit; tum enim pro uno valore 
e congruentiae Nm(e—e) = 0 (mod.p) esse deberet V(e 0 (mod.p)*) i. e. 
A(e)+B(e).Cie) =). 
Cum vero pro quovis e unus tantum factorum p(e) nihilo eongruus esse 
possit**), aut A(e) aut Ble) aut C{e), minime igitur A(e)+B(e).Ce), nihilo con- 
gruum erit. Quare iam existet numerus y talis, ut sit: y.NmV(e)=1 (mod.p”) 
sive substituto ipsius V(e) valore: 
y.V(&)...V(z3_)Ald)+y.Vl(e)...Vle_ı)B(e).C(e) l (mod.p”). 

(Qua congruentia in numerum Pe) ducta, atque respeetu habito aequationis 
B(e).P(e)= p”, obtinemus: 

(I) y.Vla)...V(&-ı) Ale).P(e)= P(e) (mod.p”). 
Unde si illam congruentiam (I): 

z.F(w)...F(w""').f(w) = A(e).P(e) (mod.p”) 
respieimus atque 
z.F(w’)...F(w’").y.V(&)...V(&_,) = v(w 
ponimus, denique prodit congruentia: 
yv(o).f(w)=FP(e) (mod.p”), 

ubi numerum Pe) factorem esse numerorum f(®) et p" communem maximum 


ex ipsa expressionis P(e) definitione elucet. Istam congruentiam si tanquam 
aequationem scribimus designante G@(o®) numerum integrum complexum, 


52 1 
”)v82, 4. 








® - 
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obtinemus: 
y(o).f(w) = P(e)+@(w).p" sive w(w)- — Bst elw). 





Casu p = v habemus f(w) = (1— w)” F(w), ubi numerus Nm u ad ipsum v 
primus est*). Jam yon z.NmF(w) =1 (mod.v”) atque: 
(0) .F(w*)... Flow’) = y(w) 
obtinemus: 
v(o) flow) = (1—w)" (mod.v”). 

lam posito N=p“.qg’..., ubi p, q,.... sunt numeri primi inter se di- 
versi, inveniri possunt numeri w,(®), w,(w), ... tales, ut sint: 

v, (w). f(w) = P(e) (mod.p“), y,(w).f(w) = ((E) (mod.d’), ..., 
ubi Pie) factor est communis maximus numerorum f(w) et p‘, Q(e) factor 
communis maximus numerorum f(w) et g’ etc. Itaque habemus: 

O(E).R(e")...w(w).flw) = y(w)f(w) = P(e) O(E)... (mod.p“), 

P(e).R(e")...w,(w).f(w) = %(w)f(w) = P(e) Q(E')... (mod.g”). 


I 


Deinde numerus inveniri potest complexus w(w) talis, ut sit: 
v(w) = x,(w) (mod.p"), w(w) = x%,(w) (mod.q’), - - -, 
quia pro singulis eoefficientibus potestatum radicum ® in ipsis x(w) hae 
ipsae congruentiae expleri possunt. Unde denique habemus: 
v(w).f(w) = P(2&).Q(E).R(e")... (mod. N), 
ubi dextra congruentiae pars factorem numerorum f(w) et N communem 


maximum eontinet. 


9. 
Dato aligquo numero primo p, qui condieionem implet p*==1 (mod.p), 
semper exstare numerum  talem, ut sit zp= Nm(e—e), jam supra diximus 
$. 2). Quem numerum zı generaliter ita eligere possumus, ut sit ad p 
primus. Quodsi enim z numerum p ideoque Nm (e—e) numerum p’ implicat, 
habemus: 
Nm(p+e—e) = a’ p= Nm(e-e) + p/|(e—&)\(e-&)+le—e)(e-8) +++) + pP?! 


lam si et ipsum = factorem p contineret, etiam illa expressio per ipsum p 


*) y. adnotationem in fine paragraphi >. 
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w 


multiplicata nihilo congrua foret modulo p. Quae expressio, tanquam funetio 
ipsorum & symmetrica, etiam mutatis quantitatibus < cum numeris e nihilo 
eongrua esse deberet. Tum autem omnes termini primo exeepto evaneseunt, 
qua de causa obtinemus: 
(e—e,)(e—-6&)"=0 (mod.p) 
sive igitur 
— e, (mod.p), 

id quod fieri non potest, nisi pro certis quibusdam numeris p, qui et ipsi 
divisores numeri Nm(e—e,) sunt. Quodsi enim e=e, (mod.p), est quoque: 
(e-e,) (&-e,,1)..- (ea) ZI = (e-8) (88,51) "= Nm(e—e,) (mod. p). 

Theorema. Si normam numeri complexi Nmf(w) numerus primus p 
metitur ad exponentem « modulo » pertinens atque ap = Nm(e—e) est, nume- 
rum zı.f(w) aliquis factor e—e, metiri debet. 


J 


Dem. Ponatur 
f(w).f(w”)...f(w”“ I p(E) 


Tum habemus: Nm f(wo) = Nmg(e) = 0 «mod.p), ergo secundum $2, 1: 


% \ 


= (0 (mod.r.p) ideoque (mod. (e—e)). 


py(e)=0 (mod.p) et n.g(e,) 


Deinde cum appareat esse e=e et e=e, (mod.(e—e)), obtinemus con- 
gruentias: 
np(e)=n.p(e) =0V (mod.(e—e)) sive n.p(e)=0 (mod.(e—:_,)) 
. ©. 
n.f(w).f(w*)... fo") = 0 (mod. (e—&_,)) 
sive, si congruentiam p = g* respieimus, 
n.f(w).f(wr)... f(w) = 0 (mod. (e—&_,)). 


/ 


Est vero 
1.f(o).f(w*) ... flo") = n.flw)'trt-+r"”" (mod.rp) ideoque (mod. (e—: 
ergo ratione supra adhibita: 
n.f(o) =0 (mod.(e-e_,)) 4. ed. 
Qua ratione iterata facile supposita congruentia Nm f(w) = 0 (mod.p"“) colli- 
gimus congruentiam locum habere huiusmodi: 
".f(w)=0 (mod. (e- 8)”. (e— &,)” ...), 


ubi mm’ +. =n est. 


*) v, Gauss disq. arithm. 345. 
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$ 6. 
Sit p numerus primus talis, ut sit p‘=1 (mod.v) atque np= Nm (e-e), 
sitque zz numerus ad ipsum p primus. Deinde ponatur 





(e-&)(e-8&)...(e-&_) = p(E), 
ubi p(e) ipsum p metiri non posse patet, quia posito p(e)=p.w(s) esset 
(e-2).p(€) = Nm(e-) = np=p.(e-e)y(e), 
ergo 


4 


n=(e—e)w(e) et "=np.Nmw(e), 


unde sequeretur, ut ipsum zz per numerum p divisibile esset. — Iam numero 


complexo fracto —_ tanquam modulo ad hanc quae sequitur disquisitionem 


r(e) 
utamur; id quod facile fieri potest, si statuamus 
. m . 
congruentiam a == b (mod. =) loeum tenere huiusce an = bn (mod.m). 


lam patet esse 


est enim re vera 
(e-2)p(e) = 0 (mod.p), quia (e-2)p(e)= Nm(e—e) = ap. 


Deinde si numerus complexus f(e) eongruentiae sufficit 


f)=0 (mod. 5): 


numerus p eius normam metiatur oportet. Ex ista enim congruentia con- 
eluditur f(e).p(e)==0 (mod.p) sive Nmf(e).NmY(e)=0 (mod.p‘), et cum ha- 
beamus Nmg(e) = Pak il obtinemus z’='"Nmf(e)==0 (mod.p), et quia rı ad 
ipsum p primus est, 

Nmf(e)=0 (mod.p). 


Ex ılla congruentia 


p 
e == (mod. — ) 
7(E) 
sequitur, ut quivis numerus eomplexus numero reali congruus sit, scilicet 
a p 
(€) = f(e) (mod. - ) 
f f $(E) I 


unde p residua hoc modulo incongrua exstare elucet eaque numeri 0,1,2,...p—1. 
Eitenim plures non existere inde patet, quod quivis numerus complexus numero 
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reali quivis autem numerus realis uni illorum numerorum modulo p, etiamque 


ic A 
igitur modulo nr 


eongrui essent, earum differentia nihilo congrua fieret. Quam si litera d de- 
signamus, esset d.p(£)==0 (mod.p), ergo d’. Nm le) = d’. a? ".p* "== 0 (mod. pt), 
ergo: d’.n’"==0 (mod.p), id quod esse nequit, quia ı ad ipsum p primus atque 
d<p est. 

Iam accepto numero k eiusmodi, ut sit #7 <p<- (k+1)’, statuamus 
cunetos numeros complexos formae c+c,&+--+c,_,8”', in quibus eoeffi- 
cientes isti ce valores 0, 1, 2,... k induunt. Horum multitudo erit (k+1)’ >>p, 


congruus est. Sin vero duo illorum numerorum inter se 


. . . . . ) 
inter quos igitur certe duo inter se congrui erunt secundum modulum -—/ 


( (€) 
Quorum altero ab altero subtracto obtinemus numerum complexum f(e), euius 
eoefficientes omnes inter —A et +% sunt, et euius norma numerum p ceon- 


tinet, cum ipse nihilo congruus sit modulo Quare sit Nmf(e) = np. 


p . 
Fe) 
Iam si litera M, maximum valorem expressionis 


Nm(z-+ 2,84. -+ TC, e.. 


designamus, ea condicione ut quantitates z cunetae inter —1 et +1 sint, 
obtinemus: 


- — M h 


ideoque 
sive 
np< M,k*<M,p, wunde denique n<-M.. 

Hine habemus hoc theorema magni momenti. Dato aliquo numero p, qui 
condieionem implet p“ == 1 (mod.rv), semper invenire lieet numerum » minorem 
finita quadam quantitate ab ipso p independente eumque talem, ut produetum np 
in A factores complexos eoniunetos dissolvi possit. Quod theorema respondet 
illi in theoria formarum quadraticarum theoremati fundamentali, seeundum 
quod numerus formarum reduetarum finitus est. Etiam adnotandum illam ratio- 
nem agendi adhiberi non posse ad eos numeros primos p, qui divisores sunt 
numerorum Nm (e—z,), quarum igitur multitudo finita est. — Deinde ope huius 
theorematis, quantitate M determinata, numerus quam minimus inveniri potest 
numerorum 2, quibus opus est, ut pro quolibet numero primo p, proprietate 
supra dieta praedito, unum produetorum zp norma numeri complexi sit. 

Ut pro eertis quibusdam numeris » pro quovis ipsius v—1 divisore 4 
omnes numeri primi, residua Atarum potestatum ipsius v, in A factores com- 
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plexos dissolvi possint *), tantummodo necesse est, numeros primos, qui sint 
residua Atae potestatis modulo » quantitatibus illis M, minores, in A factores 
complexos coniunetos discerpi posse **), — Sit enim 4 divisor ipsius v—1, 
designetur deinde signo d quilibet ipsius A divisor excepto ipso 4; proban- 
dum est, quemvis numerum primum, residuum Atae potestatis, in A factores 
complexos dissolvi posse, simodo hoc pro numeris primis p ipso M, mino- 
ribus eveniat praetereaque omnes numeri primi, residua dtarum potestatum, in 
d factores eomplexos discerpi possint. Cum enim »p tanquam norma re- 
praesentari liceat, eumque factores ipsius » primi aut residua dtarum po- 
testatum aut residua 41% potestatis lique — rn <M, sint ideoque in factores 
complexos discerpi possint, respectu habito theorematis $ 3, 2 sententiam 
illam probari elucet. Jam primum pro ipso A factores ipsius » —1 primos 
accipientes, illa quae ad divisores numeri A spectat condicione sublata, ea 
tantum restat, ut numeri primi, residua At potestatis quantitate M, minores, 
in 4 factores complexos discerpi possint. Deinde transeundo ad eos ipsius 
4, divisores, qui duabus tantum numeris primis constant, similem condieionem 
adiiciendam tantum esse patet; eaque ipsa ratione ad divisores ipsius v—1, 
e pluribus factoribus primis compositos, progredientes denique illam con- 
dieionem supra indicatam obtineri liquet. — Ita, ut unum tantum exemplum 
afferamus, posito »=5 pro Ipso numero v—1l=4 simplieissimis iam adiu- 
mentis M,= 49 invenitur. Jam vero tres numeri primi formae 5»-+1 ipso 
M minores, scilicet 11, 31, 41, in quatuor factores complexos coniunctos, e 
radieibus unitatis quintis compositos, discerpi possunt”***). Deinde pro divisore 
»—=2 omnes numeri primi, residua ipsius 5 quadratica, in duos faetores com- 
plexos (a+a,:).(a+a,e,) dissolvi possunt. Id quod vel illa ipsa ratione 
erui vel e theoria formarum secundi gradus probari potest. Est enim 


(a+a,.:)(a+a 8) = (a+aw+aw '.(a+aw+a ww”) = a—aam—a). 


Hine igitur quemvis numerum primum formae 52 +1 in quatuor, quemvis 
numerum primum formae 5»—1l in duos factores complexos coniunctos, e 
radieibus unitatis quintis compositos, discerpi posse colligimus. 


*) Adnotamus illud etiam ita exhiberi posse, ut pro his numeris v» omnes numeros 
primos formarum kv-+-g’ in A factores complexos coniunetos dissolvi posse dieamus. 
Id quod illi sententiae aequivalere e facili consideratione elucet. 


**) Addendum est praeterea eos numeros primos, qui numeros Nin(&—&,) metiantur, 
pro se quosque disquirendos esse. 


“##) y, Cli. Kummer disput. pag. 21. 
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S 1. 
lam transeuntes ad numeros v COMPOSItOS adnotamus. nos plerumque, 
ut iteratione supersedere possimus, ad methodos pro numeris primis exhibitas 
leetorem delegaturos esse, quippe quae in his quae sequantur paueis exeeptis 


prorsus adhiberi possint. 


Ponatur numerus compositus v = a®.b’. ce’... designantibus a, b, e, 
numeros primos inter se diversos, sitque © radix primitiva aequationis x = 1: 


hane ipsam radicem esse aequationis: 
’ ) 


(= —I)(r” I)(2” —1 


Kay | eg 
(2° I) (z’ —I)(z° —1 


J 


notis methodis probatur, quae quidem aequatio p (vr) gradus*”) omnes 
radices unitatis primitivas ampleetitur. JHane vero aequationem reduei non 
posse, sive radices quasdam & aequatione inferioris gradus atque eoefficientium 
integrorum eontineri non posse, hie probare omittimus**), eum limites huius 
libelli demonstrationem hie tradere non patiantur. Ex ea vero aequationis 
illius proprietate sequitur, ut quaeeunque funetio ipsius © integra pro qui 
busdam ipsius & valoribus evanescat eadem pro omnibus quoque reliquis 
valoribus nihilo aequalis fiat. Quod nisi fieret. factor eommunis maximus istius 
funetionis et functionis f(z), eum et idem funetio sit integra, tamen illas 
certas tantum radices & haberet atque faetor funetionis f(x) foret, id quod 


fieri nequit. — Jam designentur radices primitivae numerorum a“, b’, ... resp. 
. . . v v ‚ 
literis g, A, ..., deinde ponatur z= a, 55 =D, ...; tum forma 


a g”+ h' ge: . 


systema numerorum ad numerum » primorum atque inter se incongruorum 
contineri constat, si numeris m, n,... sensim sensimque resp. valores 
1, 2,... a "(a-—1); 1, 2, .... bP'(b—-1): ete. tribuuntur. — Nune sit 
divisor aliquis ipsius a’ (a—1) talis, ut multiplum sit ipsius a“, 4 divisor 
ipsius d’”'(6—1), multiplum ipsius 5°", ete., ita ut habeamus 


(a—1l), Yu! = h’ ’ b—- 1), 


Au zu 
“) p(») numerus ille est numerorum ad ipsum » primorum eoque minorum. 


**) Demonstrationem illam, de qua sermo est, proximo tempore in publieum edi 
turus sum. 
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et ponatur: 


m—=u—l n=u'—1 


n womitkyypnd’tk',... 
= SS rt ae ’ 
m) n—() 
. argmh+k ‚pmi’+k’ 
sive ET ER 
m rn 
juae expressiones partes periodorum in numeris primis v agunt. — Numerus 


terminorum expressionis talis erit: w.w.w”..., numerus periodorum & inter se 
diversarum: 4.4'.4”..., cum quantitates k, 4, ... resp. valores 0, 1,2,...2—1; 
0, 1, 2,... #—1; ete. induere possint. 

Produetum /7/(z—e), ubi signum // in omnes ipsius e valores extendi 
debet, funetionem radieum & symmetricam ideoque integris potestatum x 


eoeffieientibus gaudere apparet. — Per aequationem //(e—e) = (0, quippe 
quae sit gradus A.4.4”..., quaevis ipsius & potestas — 444”... potestatibus 


inferioribus exprimi potest. 
Duae periodi e diversorum indieum aequales esse non possunt. 


Primum enim ex aequatione &,.= &r,,.. Fequeretur aequatio eius- 
MOL Eon... = Ermwng.. ) designantibus m, », “.. numeros quoscunque integros. 


lam ponendo m = bF'(b—-1), na=c/”(c—1), ete. obtinemus &,o,,.. = &un.. 
sive respecta illa altera ipsorum & definitione atque sublatis factoribus utrius- 
jue partis communibus: 

we” u DR 7 te 


eumque ©” sit radix aequationis x” —=1 primitiva, pro is unitatis radieibus, 
juae ad numerorum primorum potestates pertinent, illud theorema demon- 
strare suffieit. Quem ad finem designamus brevitatis causa signo &, expressio- 


mi-+k 


nem uw“ et ipsam radicem unitatis a““” primitivam litera ®, ponatur 


denique a°—(a-1)=a, ita ut habeamus 8 = zw”, Jam colliguntur ex 
aequatione = & haece: =, +1, 8 = &+2, etc, unde igitur: 
l. e+ 0&-+ 0&-+ .+9° I, = &t0O&rH + g’ &r2+°+ ale TORE ) 
ubi o radix quaecunque sit aequationis "= 1. Posito: 
w+ oo How ++ tw "= 6, w) 


obtinemus seeundum I pro quovis ipsius o valore, qui radix est aequationis 
=]; 


(0,0) = (0, w*) = (p, w).o *, unde (e, w) (1-e ')=0, 


Nempe mutando ipsum ®, id quod secundum supra dieta facere licet. 





$ 
? 





RT 
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id quod certe fieri non posse pro radieibus o aequationis 2° — |] primi- 


h 


tivis am probemus. Pro his enim 1-0” evanescere nequit, quia k-4 


est. Deinde (oe, ») non evaneseit, quod demonstrari potest *) produetum 


(0,0) (0,0) = +a° evadere nisi 0°“ @®=1; eumque 4 multiplum ipsius 
a“! atque go radicem aequationis @°= 1 primitivam supposuerimus, radicem 
o aequationi e” @) — 1 sufficere non posse ideoque quantitatem (o,w 
non evanescere facile perspieitur. 


Posito A, A, ... numeros reales integros esse, expressio formae: 
A+A;: + A, +e..+A, . gi! BER: (€) Hr) 


numerus complexus dicetur. 

Ex aequatione f(e) = eolligitur f(&) =, quia f(e) radieum w funetio 
est integra. — Deinde e relatione f(&) = 0 colligimus esse A= A, = A, = —(), 
Cum enim f(z) pro omnibus periodis & i. e. pro ZL valoribus ipsius x (quos 
inter se diversos esse supra probavimus) evanescat, tamenque gradus tantum 
L—1" sit, eoefficientes evanescere necesse est. Unde haee theoremata patent: 
duabus numeris complexis inter se aequalibus et singuli numeri eoniuneti 
et eoeffieientes resp. aequales sunt. 

Quaevis periodus &,,.,, tanguam funetio integra eoeffiecientium ratio- 
nalium unius periodi repraesentari potest. Ad quod probandum primum nu- 
merus » potestas numeri primi (v = a“) ponendus est. Jam designante litera 
w radicem primitivam aequationis 2° =1 ponatur: 


u—l)i+k 


k +k 
ww’ +wr” RER ar. 


=, = &(w"), 


denique A=a*"'.d et d.u=a—1. — Radix w cum aequationi sufficiat: 


ad 


f ar—1 % 1 Fr ‚a—] 
1+w +0" +.+00) == () 


ideoque 


aa—1 


+... tw tr(a-Da® -1 zn 0. 


Wat Lot? 
habemus aequationes: 
(w) +E(w Hr) + eat) 0, 
in quibus numerus r valores 1, 2, .... a®"'—1 induere potest. Inter quas 
vero quaeque « inter se congruunt, unde numerus aequationum inter se di- 


@ 


*) Id quod fusius exponere omittimus. 
**) Posuimus L = A... A"... 
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a®-!_ . . . .. 
versarum est - +1, addita illa aequatione pro r = seilicet: 


r za PFEEER, 3 V/ 5. 
u+Eew He + El N, 


104 


Numerus expressionum omnium &(@) inter se diversarum est ‚ quarum 


u 
a“ ZN . . . . . . ® . . 
autem 2 +1 reliquis per illas aequationes lineariter exprimere liecet; qua 
17 —( 2 1 . A . . > ’ m 
de causa tantum z —1 sive 4—1 restant. lam quamvis ipsius & (@” ) 


potestatem tanquam functionem linearem omnium expressionum &(@”) ideoque 
tanquam funcetionem linearem aliquarum (4—1) quantitatum &(@”) repraesentari 
posse nullo negotio perspieitur. Qua de causa ponamus potestates &, &,...&, 
repraesentatas 4—1 expressionibus &(w’), inter quas sint &, et &(w"). Ex qui- 
bus A—2 aequationibus, reliquis 4—3 quantitatibus &(@”) eliminatis, restabit 
aequatio huius formae: 


A+A,8:+A&+'+4, Me = Bew"), 


ubi certe non omnes eoeffieientes A evanescere possunt. Coefficientem B 
evanescere non posse, solutionem igitur non illusoriam esse, inde elucet, 
quod funetio periodi &, gradus (A—1)" integra evanescere nequit, nisi ipsi coef- 
ficientes nihilo aequales sunt*). 

(Juodsi jam » numerum aliquem compositum ponimus, atque 


a’ m/.-+k yıynd +k’ ’ 


ieitur secundum illam definitionem: &,,, = &.&.... seimus hoc produetum ex- 
primi posse producto funetionum rationalium ipsorum &, €, €, .... Kestat 
igitur, ut probemus quodvis produetum &.e” ... repraesentari posse potesta- 
tibus (&.E. €...) (LEE), 2. (er. . Cum vero quaeque ” ipsius 
g potestas potestate prima, secunda, ete., (4—1)" exprimi possit, illae L—1 
potestates quantitatis (e.e'. €...) repraesentari possunt varlis produetis €.e” ..., 
in quibus <A, © <#, .,., quorum igitur numerus est 4.4.4”... =L, vel 
excepto produeto €.E"--- — 1 restant L—1 producta, quibus potestates (e.E...), 
8.8...) ... eXpressae sunt. Ex quibus aequationibus Z—2 si omnia eli- 
minamus produeta exceptis &.€.e... et certo quodam €.e”..., quorum igitur 


multitudo L— 3, obtinemus aequationem formae: 


A+ A, Le 2 + A; (&.E...) + ++A, UL) 200 zug nn be.Ec..., 


[Id quod ratione supra (pag. 19) exhibita probatur. 





& 
y 
i 
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in qua certe non omnes coefficientes A evanescere possunt. Ideoque eoet- 
fieientem B non evanescere inde patet, quod functio periodi e gradus L—| 
evanescere nequit, nisi omnes eius eoefficientes evaneseunt (v. supra par. 19), 

Ex quibus dietis satis elucet, quodque numerorum eomplexorum pro- 
duetum rursus in formam: 

A+A.:.+AE.+-.+A, ‚en 

redigi posse ideoque et ipsum numerum complexum esse. 

Produetum numerorum coniunetorum omnium norma appellatur ei 
sieut supra signo Nmf(e) denotatur. 

lam eadem ratione, qua Cl. Kummer in numeris primis » demonstravit 
eongruentiam A" gradus Nm (2 — e) = 0 (mod. p) habere A radiees, et numero 
primo p sufficiente eondieioni p“ = 1 (mod. v) et casup=r (v.$ 2), id quo 
huie rei respondet, posito v numerum esse compositum, probari potest: sei- 
licet eongruentiam gradus 444”... hane Nm (z—e 0 (mod. p) habere totidem 
radices reales, si p supponitur numerus talis, ut sit p“ l (mod. a*), p“ | 
(mod. 5b”), ..., vel etiam pro aliquo ipso ipsius v factore primo e. &. p=a, 
dummodo a“ 1 (mod. 5b’) ete. sit *). 

Pro talibus numeris primis p, quales tantum eongruentiis suffieiunt 


k ’ & yk N y 
p”’=1 (mod.a’), p”* 1 (mod. 5°), 


.. 


ubi d, d’... divisores numerorum a—1, b—1, ..., numeri autem k, K', 
vel omnes vel partim >0 sunt, erit Nm(z—e) = 0 (mod. p) designante # 


periodum compositam e radieibus primitivis aequationis 3° "= 1 atque 
‘ ‚) » y(v) ıctı N D ”y’ ‚) 1« > ” IPA« 
habebuntuı ad. gr, IStius congruentiae radices x. 


(Juibus iam praeparatis theoremata iis, quae in paragraphis 2—6 pro 
numeris primis x tradita sunt, respondentia nullo fere negotio pro numeris 
eompositis v probari possunt. 


*) Id quod etiam e theoremate quodam generali a Clo. Schoenemann tradito eolligi 
potest (Crelles Journal Bd. 19, S. 293). 
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PARS ALTERA. 


$ 8. 


Posito literas v, u, A, w, e eandem habere vim quam in $ 1 etiam- 
que acceptis numeris complexis formae illius: 
a+a&a++a 18-1 = f(e) 
numerum talem complexum, cuius norma sit +1, unitatem complexamı 
vocamus. 
Disquisitio igitur unitatum complexarum eadem est, quae disquisitio 
formarum quarundam altiorum graduum F=1. Normam enim numeri 


ac+4a,& ++ -1&_ı 
formam esse 4" gradus atque A indeterminatarum a, a,, ... a,_, et quidem 
determinantis, ut ita diecam, numeri primi v sponte patet*). Quas aequa- 
tiones F=1 fere partes aequationis Pellianae agere imprimis ex eo elucet, 
quod casu = 2 atque v=1 (mod. 4) fit 
e=-4417, = 4-4, 

unde: 

Nmf(e) = 4 |(a+a,) —rv(a-a,)”). 
Nune primum adnotamus ipsas unitatis radices w unitates simplices appellari 
atqne quamlibet unitatem complexam, unitate simpliei multiplicatam, realem 
reddi posse demonstrabimus, in qua demonstratione Cli. Kummer vestigia 
fere omnino sequemur **). 

Cum omnis periodorum functio etiam tanquam ipsarum radieum functio 
eonsiderari possit, ponimus fi)=Y(w), sitque Nmf(e) = 1, ergo etiam 
Nmgy(w) = 1. Sit porro 

Me =. as v (@), 
y(w') 
guem numerum integrum esse apertum est, scilicet 


yv(w) = Plw pw)... pw”). 
lam posito 
v(w) = c+4.w+ GW +:.+e,_,w”' 


*) Of, Eisenstein „de formis eubieis ete.“ (Crelles Journal, Bd. 28). 
**) Disputatio Cli. Kummer $ 4. 
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additis aequationibus: 
v(o),yo')=1, y(w).y(w)=1, ... wliw).y(w ed) — | 


obtinemus:; 
v( +0’ +-+06,)-(ce +04: +e_)=r—1l*), 
unde 


c+c+:"+e_,=tl (mod.r), 
uoeirca haec coefficientium summa etiam aequalis +1 aceipi potest. Ita- 
que habemus: | 
+C0’+.-+c,_, =1, 

unde sequitur, ut esse debeat c,= +1, omnes reliqui vero numeri e nihilo 
aequales. Invenimus igitur 

y(w) 
pw) 


esse, unde (cum signum + valere ex congruentia pw) = wo" gp(w"') (mod. (1—-w)) 


v(w) = = +w" 


colligere possimus): 


g(w)=w".ypy(w ) 


atque posito —n = 2m (mod.v) denique: 


m —! 


y\Ww ). 


Ex qua aequatione apparet, quamlibet unitatem p(®), multiplicando per uni- 


w"op(w) = w” 


tatem quandam simplicem, talem fieri posse, ut mutato ® in »'" immutata 


maneat, 1. e. ut functio ipsorum &-+w"" 


‚0 +W”, ..., ergo realis evadat. leitur 
si ad unitates formae f(e) revertimur, unitates complexae tanquam funetiones 
periodorum paris terminorum numeri accipi possunt. 

lam ostendemus pro quibusvis numeris v et A unitates existere infinite 
multas easque inter se diversas. Posito enim: 
d—-w)A1—wr tt)... d- wo HN) 


p(w) == Ei 
f Ad—-o)1— wo)... d— a“ - 


{ — WIE) 
normam huius expressionis unitati aequalem facile patet, eum norma et nu- 
meratoris et denominatoris sit v“. Deinde illam expressionem numerum eom- 


hr 


plexum integrum esse patet, cum pro se quisque factor numeratoris (1—w 


ki-1 
. a en ’ , 1-0" I—ı 
factore quodam denominatoris (1—w°”) dividi possit, quia Em 
Ä _ | 


. akt . . . » . . . 
posito @ =z. Denique illa expressio funetio periodorum & est, quia mu- 


*) Cf. id quod pag. 4 exposuimus. 
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br 

4 bi: 
3 
5 
Ei 
3 


£} . kA . . . u ’ . 
tata radice ® in w’ immutata manet. Hine igitur patet w(e) unitatem esse 
integram complexam. — Etiamque producta: 


A m P) 


vo". we)... wlan) 


designantibus 2,, %, ... 2,_, QUoscunque numeros integros, unitates integras 
complexas esse apparet, quas quidem omnes inter se diversas infra probabimus. 

Adnotamus quamıvis quantitatem w(s,) positivam realem esse. Etenin 
cum numerus « par suppositus sit, cuique factori 


1 ZZ — — gni+k+1 


factor 1—-w 
respondet. Quibus multiplicatis obtinemus 2—2cose = 4sin’!», ubi 


2 TUR 
m —- Tu 


V 


Unde iam et numeratorem et denominatorem ipsius (e,) positivum esse elucet. 


d. 


un 


Sit unitas illa vy(e)= ce+c,&8+ +06, ,&_, quam positivam realen 
esse modo demonstravimus, atque ponatur: 
ce +9&+'+0G_J1&- = N; 
I.) ch +0&4+'++6,_i8 == fr, 


ORBER + +0 _8o = mn. 
Deinde sit data aliqua unitas ae+a,&++a,_,&_, atque designentur simi- 
liter valores absoluti faetorum eoniunetorum resp. literis fi, fs, --. fi. lam 


ponantur: 

ren 

Beeren 

f ER BR A 

3 3 4 ı ’ 

(IL) \ . . ° 
ee, 
u a 


(Juod systema 4—1 aequationum atque 4—1 indeterminatarum » est, nam 
aequationibus omnibus multiplicatis per condieionem fifr...f; =rır...n, = 1 
aequationem identicam 1 = 1 obtinemus, unde sequitur, ut quaevis istarum 


& 
= 





a ea eu r 








Kronecker, de unitatibus complexis. 


aequationum e 4—1 reliquis deduei possit. Quodsi in systemate (II) loga- 


rithmos pro numeris adhibemus atque sienis logf, = Y,, logr, = o, valores 
logarithmorum naturalium denotamus, obtinetur: 


m I g } 
‚9ı = MOL TO: Tr T7M,-ı 0 


/ 


(III.) | pı = N +20; Pad n;_10;. 


A = HI, TMROır+9,-10 


äf 
Quibus aequationibus deinceps per 1, ao, «,... o=' multiplieatis (ubi « 
radix aliqua unitatis 4% est) iisque additis eadem qua in $ 1 usi sumus ra- 
tione obtinemus: 
(IV.) p+p,0e+-+gp,a — (nt, a "+ +n,_, EP) (0 +9 + +o;,a'""), 


Iam positis: 


ptpa+pet + = ple), 
0+90@+09a+'-+0,aT' = 0(e) 
erit 
p(e) = ole)(n+ ma" + tn, _,at?)), 
ergo: 


(V) _Fa).gla’).ele‘)...gle‘") 
e(e).gl@‘).gle‘)...gla’=') 
quae aequatio systematis (III) solutionem repraesentat. Etenim posito bre- 


m l l ı 9 
Peru N,rNn,0 „>. -> 7, (4 2A 


vitatis causa: 
+(@).g(a’)...e(@’-") 
o(@).o(@’)...o(@’-') 
atque designante « radicem unitatis Alam primitivam aequatio (V) locum tenet 


= Wie) 


aequationum: 
y (0) = Nn+ nat +n, an m; ) 

Unde (sieut pag. 4) colligimus esse: 

k 2k ? I. 20-2 i 

wlo)+a*w(a) +. +a Royal) = In a tm ++ +n,_,) 
pro valoribus k=0, 1,... 4—2 et 

Al) HAEI lad) + Hay) = — (m tm + +n;..). 
ergo denique: 

(VI) ). N, 1 — (at — 0 ") uU 104 _- en a”? Uri cr" + ...— a I)k_ a wie 


% 


qua aequatione re vera quodvis » quantitatibus 0 et g expressum est. 
Sed etiam determinantem systematis (1II) non evanescere demon- 
strandum est. Qui determinans denominator sinistrae partis aequationis | V 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 1. 4 
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seilicet produetum | 

oe (a).e (a)...e (a) 
est, designante & radieem primitivam. Ergo probandum est, nullum istius 
producti factorem evanescere, seu quantitatem 

2 1 ei . A 

9,+9%&+ 9 ++++0,0 l. €, < 0,10 

pro quavis unitatis radice 4% unitate excepta a nihilo diversam esse. — Jam 
substituto ipsius e,,, valore scilicet: 
d—- wo yA 0 Fr u; wi, 


A-or) A-urt) „„A-art@-D) 


0,41 = logr;; = log- 
sive: 


ger j „k+1+4 Ku f 
9: +Hı = log (1—w r )+log (1—w’ +... +log(1-o* + (u 


gkı gk+4 „k —1)A 
-log(1-w) -log(1-w) — .».—log(1-w "N 
o(e) sive Zo,,,a* abit in: 
ni „k+1 arH4l, ’ k+I+Hlu-DA, 
\ 3 log (1 w’ )+log(1— w’ )+ + +log (1-w UP) oA 
i—1 
| nk „ri „k+la—ı)A k 
I. log(1—-w’) +log(1-w” ) +...+log(1-w )! @ 
sive 
k=u)—1 r k+l k=ul—1 R k 
= a, log(1—w " )— Ss o*.log(1— w”), 


ratione scilicet habita aequationis a’? = af, 
Jam cum sit: 


k k k 
k w_ ww 
-log(1-0) = + ++ 
1 2 3 
fit: 
ul—l k=u)—1 ngk 
} ei ' ak u ww": 
- Zalog(l-w) = 5 5 a. —, 
() n k=1) 


in qua summatione » omnes numeros integros positivos ad numerum v primos 
designat. Nam pro valoribus »=rrv fit: 
k 


1 i 2 
=, Atate+. Ha) =0, 


(QJuodsi Chi. Jacobi signis utimur, expressio 


N  ui—1 
ww" —=] et 5 
0) 


ul—1 ngk 


3 B> ee abit in z- (a, @"), 


ubi 
v—?) 


Bro ” g RR v—2,19 
(4,0) = wLaw + a w’ +... +a’"w’ , 





; 
F 

% 
= 
© 
f 
! 
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IV 
=] 


et adhibita relatione (e, w") = «”"""(a,w) obtinemus: 
A „k A a” Ind.n 
— Zo*.log(1-w’) = (0, w) 2 
n 
et mutato w in w’: 
i / „k+1. . au u Ind.» 
Zo.log(1-—wW ) = —(e, m’) 3 : 
1. €. 
Zar.log(1-w") = —a ra 
alog(l—w )= —oT (a,w).2 


Ergo habemus denique: 


Ind.n 


ur 


o(o) = (1-a”') (a, w) < 
n n 


Iam neque factor (a, w) neque (1—«@”') evanescere potest. Prior enim 
sententia ex aequatione (e,@)(e',®)=+rv, secunda ex eo, quod « ab uni- 


—Ind.n 


u . ” . — [74 
tate diversum positum est, elucet. Kestat igitur, ut faetorem 3 non 
n 
+-Ind.n 


evanescere probetur. Tum etiam & „ _ evanescere deberet, id quod pro 


nullo «, quod sit radix aequationis =’”'= 1, ideoque etiam pro nulla radiee 
unitatis 4” « fieri posse Cl. Lejeune-Dirichlet in illustri illa commentatione 
„de progressione arithmetica infinita“ ete. ($ 4 et5) singularibus illis methodis 
demonstravit. 


$ 10. 


Si in valoribus quantitatum 2, aequatione IV $ 9 determinatis, numeros 
integros quam maximos secernimus, ita ut sint n, = E+ 0,9% =E,+b0, 
quantitatibus d inter 0 et 1 BEN aequationes Il $ 9 mutantur in: 


- L P Oi. 
1) herren urn ete. 


Y . . . ‚ ," BE ‚ . 
Ex quibus aequationibus, cum et fi et r!’.rd...r,/7' unitates integrae eom- 
S 


plexae sint, alter quoque dextrae partis factor: rı.r}...r;/,' unitas integra 
complexa sit oportet. Ponatur IE 


Ö; 


r): r): .. -T, u F, _— At - A,&ı 1 ... A, (€) 1» 

N. a | 
m =R=As +A&++Ao8 

rd: rd: na =R=AstAs er FA;-1E 


designantibus A, A,,... numeros integros. Quo facto seeundum aequationes 
4* 
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se 


illas VII$ 1 has quae sequuntur aequationes tanquam istius systematis aequa- 


« 


tionum Il solutionem naneiseimur: 


—v.‚A = F(u-e) +F(u—s)+-+F,(u—8_,), 
IL) es = F,(u-&) -+F(u—8)+-+F,(u-e), 
2 _ F(u-s&_)+F,(u- 8) +++ F,(u—e,_»). 


’eriodos & minores esse numero «, quo numerum terminorum periodi designa- 
vimus, facile perspieitur. Nam quaevis periodus & (posito Ju =) formae est: 


' u ] ER k —k 
tattoo" tn " 


sive ieitur formae 


' k, 7c 2 
2. \e08 Re 2. Anh COS ee GOS 
| . + c08 ug + 2 


“ 


2 2k, Aa lin 7E | 


yuod aggregatum eosinuum ipsorum numero $u minus esse in promptu est. 

Deinde absolutos ipsorum F valores limites quosdam %, 9, ... SU- 
perare non posse ex aequationibus II et condieionibus, quibus ibidem quan- 
titates Ö sunt eireumseriptae, colligi potest. Unde sequitur, ut quantitates 
quoque —v A, —rA,,... limitibus quibusdam eontineantur, sceilicet cum quan- 
titates @«—& sint positivae: 


Hlu—E)+ Ay (u—E, .)+ + %; (u—&_,) > —vA, ’ 
(u) lu) — dla a) VA, 
sive 
pr | - kalis; ir Sr ak Ä 
: EIS Lat 79 Eu EEE En ETF —8_1)| > A>- - DYae —&)t+ + la N) 
Cum vero A, numerus integer esse debeat, multitudinem tantum finitam nu- 
merorum A, A,, ... etiamque igitur numerum finitum unitatum F, quae forma 
in II aecepta gaudeant, existere posse patet. 
(Juae eum eonferamus eum aequatione I, sequitur, ut quaelibet unitas 
/ potestatibus integris unitatum eoniunetarum ri, 73, ++. 77, et unitatibus 
yuibusdam numeri finiti exprimi possint; i. e. ut eunetae unitates forma 


- Be 
F.rt.r...r 


A—1 


eontineantur, designantibus A,, A, ... numeros integros et F unitatem quan- 
dam e numero unitatum finito eleetam, sive denique ut numerus unitatum fun- 
damentalium, quarum potestatibus integris omnis unitas repraesentari queat, 


finitus sit. 
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s 11. 
Iam accuratius, quibus limitibus numeri integri A, A,,... sint eireum- 


seripti, consideraturi sumus, quo labor inveniendi unitates fundamentales ali- 
quanto diminuatur. Ad quem finem disquisitionem instituamus de illa ex- 
pressione ipsius —v A, ($ 10, IID: 

(I.) F,(u—&)+F,(u—&,,)+:"+F,(u—e_,), 
ubi 
P = er, 
eamque eonsideremus tanquam functionem quantitatum d. Quotientes difte- 
rentiales istius funetionis 1 respeetu quantitatum d,, d,, ... sunt: 
F,(u—8)o, +Flu—&H)@ + ++F,(u—8&_,)0,, 


(II.) )JF(u—8)@ +Flu—-8&1)0+"+F,(u—&_)0, 





F,(u-8)0_-1+F:(u—8&,.,)0 +++ F,(u—&_,)0 


in quibus formulis notatione jam supra adhibita, logr, = e,, usi sumus. 
(Juotientes differentiales secundi et quidem ii, quos expressionum (Il 
prima respectu d,, secunda respeetu d, ete. differentiatis obtinemus, erunt: 


m #4 . ? y / 2 4 y u # 2 
F,(u—8)o; +F(u—&,,)®@®+'-+F,(u—e_,)0 


SA) 


fr 2 ! v ng N / j) 
F,(u—8)9% +F(u—8,,)09+'"+F,(u—8_,)0). 





F,(u—8)9_,+R(u-&.)0 +" +F,(u-e_,)0o; 

(uas expressiones pro quibusvis quantitatum d valoribus positivas manere 
elueet. Unde facili consideratione eolligi potest, funetionem illam (I). dum 
variabiles Ö intervallum inter 0 et 1 pereurrunt, valorem haud maiorem 
obtinere posse eo, qui inter valores funetionis extremis ipsorum d valoribus 
respondentes maximus sit. (@uare quaestio de valore ipsius »A, absolute 
maximo ad disquisitionem valorum, qui ad valores quantitatum d hos: 0 et ] 
pertinent, restringitur. Valoribus igitur quantitatum r eomputatis, quantitates 
F eombinationibus quibusvis valorum O0 et 1 pro ipsis d multitudinis igitur 
2°") respondentes eomputentur, ut valor earum maximus M inveniatur. Sit 
numerus integer Ipso = minor eique proximus =nr: jam unitates omnes 
eomplexae, quarum coeffiecientes inter —» et +n sunt, statuendae atque inter 
cas, quae ad alias reduei possunt, reiiciendae. ut tandem numerus unitatum 


fundamentalium quam minimus restet. 
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E 
= 
i 
Be" 
2 
= 
R- 
” 
De 


ur 


Sie e. g. positovr=T7,4=3 atque 


1 2 3 


n=u+ton, n=W0+0”, n=w+w 


iste numerus »= 1 sine magno labore invenitur, ita ut valores eoeffieientium 
sint —1, 0, +1. Numeri igitur complexi 24 disquirendi *), inter quos vero 
terni factores sunt econiuneti. Inter octo illos, qui supersunt, rursus bini 
numeros aequales sed signo tantum oppositos praebent, ita ut denique hi 
quatuor restent: 
= wotw", 
&t+ 8 
3 


+, = wtw to twn"— ww’ —E.£, 


( 


o+o'+w0+w’—=%.8, 


&—&, Unitas complexa non est. 
Cumque tres illas unitates unitatibus ipsıs e exprimere liceat, has ipsas 
tanquam fundamentales aceipere possumus, 1. e. quarum potestatibus integris 
omnes unitates complexae ad v=71, 4=5 pertinentes repraesentari possint. 
Haud inutile videtur hoe ipsum exemplum paulo uberius exponere, 
ut id de quo agitur magis in promptu sit. Cum enim sit: 
Nm (ze+y&+3&) = (e+y+2)—-T(ay+yz+zao+ xyz), 


solutionem aequationis 
(a+y+2)’—T(ay+yzs+ze+ays) = +1 


numeris integris ita invenimus, ut numeri x, y, z integri determinentur aequa- 
tionibus **): 


72 = (w+@')" (w+Ww)" (2 —w")+(0’+W”°)" (w+Ww?)" (2 w’—w 
+ +w)" (wo uw)" (2-w’—w"?), 
\-7y = (w+o ')" (w’+w"?)" (2—w’-—w ?)+(w-+w"°)" (w’+w”°)" (2—-w’—w” 
+ w +0)" (wo Ho)" (2—-w —w') 
173 = (w+o"')" (w+w"?)" 2 -w’—w")+(w’+w?)" (ww) (2—-wm —n" 
+ +0)" (0 +)" (2-w’—w 


designantibus m, » quoslibet numeros integros. Quod exemplum analogiam 
aequationis Pellianae prae se ferre apparet. 


*, Nempe omissis his: 0, & -F&;+8, —& —E&,—E,. 
**) v. Ill. $S 10. 
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$ 12. 


Postquam demonstravimus numerum unitatum fundamentalium finitum 


esse, de hoc ipso numero disquisitiones instituamus ac primum quidem illum 
numerum ipso A—1 minorem esse non posse sumus probaturi. 

Sint igitur unitates fundamentales: f, f, f’, ..., quarım logarithmi 
resp. literis 9, p', p", ... designentur. Quodsi literis 


rı, r,, . . . r,, 01; 0), . D . 0, 


eandem quam in paragraphis antecedentibus tribuimus vim, hae ipsae uni 
tates potestatibus integris ipsorum f exprimi possint oportet. (@uare sit: 


( "bh, "c, Br Iı > ı 

We a ER; 0 = 49+ b,y+ ay"+-- 
da [IR Ic, En N r n 7 

Tr, == f” .f 5 N ...;. 0; — d,4% u; b,p 4 C) op 4. ... 
| »—1 n‘)—1 2. ' " „ 

nMa=f f f + 09-17 4,-1$ Hb,_1$ +6; ıf +’: 


Cum vero numerus quantitatum p sit — 4—2, his ipsis eliminatis certe 
una restabit aequatio formae: 


1) 2.0+%0+'-+n2_,0_, = (0, 
in qua aequatione 2,, 2,, ... non omnes nihilo aequales atque numeri in- 
tegri esse deberent, cum et ipsa a, b, c, ... numeri sint integri. Id quod 
esse non posse sequentibus probatur. 
Ex aequatione enim (I) colligimus aequationem: 


ern = 1, 


.—1 
unde rursus mutatis periodis, quae expressionibus r eontinentur, hoc oritur 
aequationum systema: 


r n. n 

LER ee .- 5 
ne 1, 
Mr. = 1. 


Unde per aequationem (IV) $ 9 obtinemus: 
nt+maTt +. +m_, a9) 0 +9%t-+++--+0, er — () 


pro quoque ipsius « valore. Cum autem faetorem seeundum non evanescere 
iam supra ($ 9) demonstratum sit, factor prior pro quoque ipsius « valore 
unitate excepta evanescere deberet. id quod fieri nequit, nisin, =m = —(). 
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$ 13. 

Antequam vero ad ulteriorem disquisitionem accedamus, minime a re 
abhorrere videtur notationem quandam indicare, qua formulae magnopere 
contrahantur. Designantibus enim rn, r,... r,_,, r; unitates aliquas con- 
iunetas, denotamus produetum: 

ER rt 
sieno: | 
EEE nn, 
Id quod ita quoque exhiberi potest, ut dieamus, posito 


n,—l 


en = fr 
pro aequationibus illis (IV $ 9): 
p(a‘) = (n+ N, + +n,_ aM) g (a) 
substitui aequationem: 


i—? 


: „atnat rn] _j% 
fı zu. 5 


lam primum adnotandum est, productum rY.r%...ry‘ aequatione 
ER 
ad produetum A—1 terminorum pariterque numerum complexum »(«) ope 
aequationis 
1+@+0@’+...+o/7! — (0) 
ad expressionem 4—1 terminorum redigi posse. 
E definitione statim sequuntur aequationes: 


vn) — gend) — yaT’ale) _ ... — ge Dala) 


re) +n(«) u re), re), 


Etiamque altera verarum potestatum virtute hoc nostrum symbolum gaudet, 
scilicet: 
[rm Ort) — rrlad)mte), 
Posito enim 
ed) —g et [ro] — gmle) — f, 
habemus aequationes: 


n n 


nem, Mi m 


quae posito logs, = 0, seeundum $ 9, Il), (IID, (IV) eandem habent vim 
| Do k . Ye J 
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quam aequatio: 


n/a"')o(a) = ole), 


quae ipsa, ut supra, aequationum 4—]1 locum tenet. Kodem modo est: 
m(a').o(o)=r(a), ergo n(a”).m(a )ole)=rie), 


pro qua igitur aequatione, quod ad definitionem nostram, substituere possu 
mus hanc: , = "9 .e.d. 

Iam patet, posito 4 numerum primum esse, istos exponentes symbolieo: 
sieuti numeros complexos tractari posse, eum omnes eorum reduetiones eo 
tantum nitantur, ut sit: 


I+He ++... +8 =(, 


id quod cum nostra definitione consentit, scilicet 


1- gi! R 
er e. =T,.T2...f7; = l1=g. 


Deinde praemittendum est, literis r illa priore vi gaudentibus, cum 
nullum faetorem 0 («) evanescere demonstratum sit, unitates r}‘” et r/* aequa- 
les esse non posse nis a, =m,, ; = Mm, .... M_ı = M;_ıl. €. nisin a mc 
pro omnibus 4" unitatis radieibus excepta unitate. 

Demonstravimus in $ 9 quamvis unitatem complexam forma 


n; | 


NR 
contineri, quae quantitates » etiam loco eitato determinatae sunt. Jam vero 
istas quantitates rationales esse probabimus. — Etenim initio $ 10, posita 
unitate integra complexa 


etiam produetum 

r! RE | 
unitatem integram esse ostendimus, si quantitates Ö residua sunt ipsorum n 
numero integro quam maximo subtraeto. Cum vero quivis numerus irratio 
nalis, variis numeris integris multiplicatus, innumera praebeat residua unitate 
minora eaque inter se diversa, eumque unitas f ad potestatem aliquam in 
tegram evecta rursus unitas integra sit, variis potestatibus integris unitatis 
f innumeras unitates inter se diversas formae 


Ö, I 


‚Ö, BA) 
r FF ...T, j 


(ubi d,, d. ... <.1) obtineri posse elucet. Illo autem $ 10 finitum tantum 
modo numerum unitatum complexarum huius formae existere demonstravimus; 
Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 1. 


.) 
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id quod itaque a propositione nostra, quantitates » irrationales esse, ab- 


horret. — Quod eum conferamus cum forma $ 10 (sub finem) omnes uni- 
tates formae esse patet: 

m(c«) 

RE 


designantibus m(e«), k(«) numeros integros complexos, » numerum realem, 


. . . . m(& . 
in qua quidem numerus fraetionum diversarum - ” finitus est. 


$ 14. 
lam primum ad casum simpliciorem accedamus, in quo scilicet A nu- 
merus primus ponitur. (Juem quoque talem supponimus, ut quivis numerus 
formae kA-+g“ (designante d divisorem numeri 4—1) in d factores complexos 
dissolvi queat (v. $ 6). 
| Lu 
Cum secundum supra dieta numerus unitatum formae r * (quibus 
praeter ipsas r ad repraesentandas omnes opus sit) finitus sit, hae ipsae sint: 
ee mi. 


FE Ze 2. Zoe 
Jam sit factor numerorum m(«) et an communis maximus v(«)*), ita ut 
m(e) =a(a).v(a), n= c(a).v(a), 


11°. . mia . . ala 
loco illius exponentis — = seribere licet hune: ee. Cumque a(e) et.c(«) 


nullum amplius factorem eommunem habeant, numerus inveniri potest b(«) 
talis, ut sit (v. $ 4) 

b(a).a(e) = 1 (mod.c(e)) 
sive 

b(o).a(e) = 1+F(e).c(e). 

= u 

Cum vero r *" sive r wunitas integra sit, eadem proprietate unitatem 
a{a).b(a) I . 1 k 
r 9 sive r ‚r” jdeoque etiam unitatem r““ gaudere patet. De qua 
unitate eum illa unitas data deduei possit, seilicet evehendo eam ad po- 
testatem integram a(e), hane ipsam loco illius aceipere convenit. Hine 
elucet, pro illis unitatibus (I) aceipi posse unitates huius formae: 


1 l 
(11.) yr(e) ; —. 


*) De faetore communi maximo sermonem esse posse, e suppositione illa de na- 
tura ipsius A faeta elucet. (Cf. adnotatio ad. $ 4). 
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Ut harum unitatum binae in unam eonflentur, sit faetor numerorum 
n(a) et n’(@) communis maximus e(«), ita ut sit 


n(o) = c(o).m(a), n’(e) = e(e).m' (0). 


Iam eum numeri m(«) et m’(«) nullum amplius habeant factorem ecommunem. 
numerus inveniri potest a(«) talis, ut sit (v. S 4) 


a(a).m(e) = 1 (mod. m’(e«)) 
sive 
a(a).m(a)+b(e).m(e) = 1. 
MR. h(@) (a 
Cum vero unitates r"* et r"‘* integrae sint, unitates quoque r"* et r" 
b(«) .a(«) b(a) ale) 
etiamque r"*° .r"” sive r" "w(e) integras esse in promptu est. Est vero: 
b(«) aa) 1 | 22)  ale)\) l 
n(a) ' n(e) ca) 'm(e) ' m’(a)) c(a).m(e).m'(«)' 
1 


unde igitur unitatem r"(""@) integram esse liquet. De qua cum illae 
1 1 


unitates r"“ et r"” evehendo eam resp. ad potestates integras m’(e) ei 
m(c) deduci possint, hanc ipsam loco illarum aceipere lieet. Qua ratione 


I 
.. . “ . . > 
agendi iterata denique loco unitatum (TI) vel (IT) una restabit formae r". 


qua praeter unitates r ad repraesentandas omnes unitates opus erit. Quodsi 
1 


r"“ = u ponimus, estr= u”, ex qua aequatione, ut ipsae unitates r integris 
ipsorum « potestatibus exprimi possint, sequitur; ergo forma: 


n(@) u FE 


7 ab ur 1 suRE "> DRRE  Peasei 
designantibus 2,, 9, ... 2;_, Quoscungue numeros integros reales, omnes 
unitates integrae complexae eaeque solae eontinentur. 
Postquam hane methodum quasi geneticam exposuimus. aliam alla- 
turi sumus rationem, quae huius paragraphi summam a posteriori probet. 


S 15. 
Unitas r nisi ipsa fundamentalis est, praeter eas unitates, quae po- 


testatibus ipsius r integris complexis repraesentari possunt. numerus finitus 
m(«) 
existet unitatum formae: r " . Inter quas erit una quaedam (vel plures), in 


in » m(«) 
qua norma exponentis 1. e. Nm 


religuis minor est. @ualem unitatem 


n* 
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litera # designemus. (@Quae unitas eam habet proprietatem, ut si quae exstet 
1(a) 


ö ; h Re h(« r 
unitas integra formae: « * „ norma exponentis 1. e. Nm nn - unitate maıor 
ı 
sit oporteat. Etenim cum 
u 
r’=4y 
ideoque 
m(a) „.ı(e) h(a) 
pr" k — 4 k 
» m(a) he) _ m(a -- . 
praetereaque Nm - B 2. e D_ Nm secundum suppositionem de unitate 


i \ vn‘ ‚» h(e) _ 
u factam esse debeat, illa condiecio Nm -_ > 1 sponte manat. — Iam de- 


monstrabimus, unitatem « illa ratione eleectam fundamentalem esse, sive nullam 
existere unitatem integram, nisi quae eius potestate integra complexa reprae- 


kun > 2 m(«) 
sentari possit. Q@uodsi enim unitas exstet formae u * sive formae u”, 


ubi numeros m(«) et n(«@) omni factore communi carere supponere licet, 
numerus aa) inveniri potest talis, ut sit (v. $4) 
a(a)m(e)=1 (mod.n(«e)). 


m(«) m(c) 


" h Ta &; aa), 
Cum vero unitas a” ideoque « "* integra sıt, ratione supra ($ 14) ad- 
1 


hibita unitatem quoque #”® integram esse colligimus. Ergo seeundum supra 
exhibita Nm a —1 esse debet i.e. Nmxz(@e)<=1. Cum vero Nmz(«e) 
tanquam numerus integer unitate minor esse nequeat, tantum restat, ut sit 
Nma(e)=1, i. e. ut numerus »(«) unitas complexa sit. Unde ut fractio en 
tanquam numerus complexus integer seribi possit atque igitur ut omnes 
unitates integrae potestatibus ipsius # integris complexis repraesentari possint 
sequitur. 


$ 16. 

Postquam ostendimus, existere unitates quasdam fundamentales numeri 

,—] easque coniunetas in numeris A illa virtute initio $ 14 memorata prae- 
ditis, de his ipsis quaedam adnotamus. Designentur unitates aliquae funda- 
mentales ut supra literis: %,, %, ».. %_,, has ipsas tales esse ostendimus, 
ut 7“ eunetas repraesentet unitates, posito »(«) numerum aliquem integrum 
complexum. Q@uaeque unitates a ea ipsa proprietate gaudent, fundamentales 














ir a 
a ee 














Kronecker, de unitatibus complezis. 


sunt. Nune designante k(e) unitatem aliguam complexam integram atque 


posito: «= »,, aperte est: 


Ka)k(a?)..k(a@f N 
1 


(e?)..ka’'}) (@) 


u Menue ="), 

quae aequatio ipsam unitatem « potestate integra complexa ipsius » reprae- 
sentat, unde hane ipsam quoque unitatem © fundamentalem esse elucet. Sive 
posita aliqua unitate fundamentali «, omnes unitates fundamentales eaeque 
solae forma eontinentur: «*°, designante k(«) unitatem eomplexam. Hline 
eolligimus existere tot unitates fundamentales quot unitates diversae ex mu- 
meris integris et radieibus unitatis 4" eompositae, ergo pro = 2 duae, pro 


.»—=3 sex, pro —5 numerus infinitus exstat unitatum fundamentalium con- 


iunetarum. — Etiamque unitates 4—1 non eoniunetae statui possunt, quarım 
potestatibus integris eunetae repraesentari possunt unitates. Posito enim: 
urur...u' = A, 
u. u = B, 





designantibus a, b, ... numeros integros, obtinebimus aequationes 4—1: 
alogu+@logw,+:-+a,_,logw,_, = l0gA, 


blogs, +b,logw,+--+b, ‚logew_ , = logB, 





ex quo systemate quantitates log»,, loga,. ... determinari possunt. idque 
hae ratione: 

4.logu, = m,.log A+m,.logeB-+:--, 
designante 4 determinantem illius systematis, m,, m,, ... numeros quosdam 
integros. Hine iam patet, si systema istud ea gaudet proprietate, ut sit 
4= +1, unitates « ideoque omnes unitates potestatibus integris unitatum 


A, B, ... exprimi posse. Unde etiam tales unitates A, B, ... infinitis modis 
dummodo 4 — 3) eligi posse, plane in promptu est. 


Quae ut ad unum tantum exemplum adhibeamus, ponamus uti in $ 11 





v={,4=3. Loco eitato ostendimus unitates: = wtw', = w-+w” 
sive u =&, %= & fundamentales esse. Jam cum sint unitates pro = 5 
sex sellicet: 
lc, a, -l —o —«d, 
habemus sexies binas unitates eoniunetas fundamentales: 
erg, 2, te, +, 
er, et, te, 


u ... Er, Ei. U 5 -tE, & +5, 
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deinde positis ww. = A, w.w’=B, erit: 

a,logu, + alogw, = 10gA, 

b,logu, +b,logw, = logB, 
ideoque = a,b,—@b, = +1 condicio illa, ut unitates A et B partes uni- 
tatum fundamentalium agant. Cui aequationi innumeris modis satisfieri po- 
test. E. g. positis: 

u=3, a,=2, b,=4, b,=3 

habemus ut unitates fundamentales: 


A=uw=des+& +35, B=eu.w= 11.4284 7e,. 


$ 17. 

Nune omissa suppositione illa, qua statuitur, omnem numerum primum 
formae kA-+g" in h factores complexos discerpi posse, servata vero ea, qua 
), numerum esse primum continetur, unitates investigemus. 

Quodsi literis r,, r2, ... 7; _, aliquas unitates coniunctas *) designamus, 
quaevis unitas integris istius unitatis datae potestatibus repraesentari potest, 
adiuncto numero finito certarum quarundam fraetarum ipsorum r potestatum. 
(Juare sint cunetae unitates, quibus praeter ipsas r ad exprimendas omnes 
unitates opus sit: 

ma) ma) 
A Zu Zu 
Iam si a=Äl et numerus k ad numerum / primus est, existunt numeri g et 
h tales, ut sit 


hk+gl= 1, 
ergo 
hk? 1 ge’ auge: 
n or I’ n . k? 


m(«) 
quare loco unitatis r " aceipi possunt unitates 
m(«) m(«) 


ee 5 


m(«) 
cum illa unitas r " tanquam produetum 
m(c«) ’ m(«@) 


7. 
r 'ır 


*) Quae vero tales esse debent, ut expressio illa Nm(o,+0,@-+-+-+-o;«a’-') non 
evanescat (cf. $ 9). 
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repraesentari potest. Eadem ratione probari potest, pro istis unitatibus (] 
aceipi posse unitates huius formae 
k(a) k’(«) 

Bi) ee, ar, 
quorum exponentium numeratores et denominatores factores reales communes 
non habere supponimus. Sit vero summa ipsius p potestas, qua numerus 
Nmi%(e) dividi possit: p"°, ubi d divisor ipsius —1 est is, ad quem p (mod.% 
pertinet. Jam in $5 probavimus ista statuta condieione eaque addita, wi 
produetum zıp *) discerpi possit in d factores complexos coniunetos, ita ut 
Nmp(e)=np sit, aequationem locum habere: 

(IL) n"k(a) = f(a).p(e)".p(&)”..., 
ubi m+m, + —=n esse debet. Iam numero Nmf(e) nullum amplius factorem p 
contineri patet, ideoque exstare numerum x talem, ut sit ©.Nm/f(e)=1 (mod.p“). 


rı" k(@) 
Unde eum unitas r ”" integra sit, unitatem quoque hane: 
p(E)”.p(le,)”""... 


r P => 8 


k(a) 
integram esse colligimus, atque ex hac ipsa illam unitatem datam r ?" deduei 
posse facile intelligitur. Posito enim y numero tali, ut sit ya"=1 (mod.p 
ex aequatione (III) sequitur congruentia: 

yf(«).p(e)”.p(&)” = k(e) (mod.p*) 
sive aequatio: 
yfle).p(e)”.p(&)"-- = k(a)+p".y(a), 
k(a) kla) 


unde 2!9=r? a give rr! =), He), 


(Juod si ad omnes illas unitates (II) adhibemus, sequitur, ut pro illis hae 
aceipi possint unitates: 
p(e)”.pla)"... EI ".glE)"... 
(IV) r # .. « 
(Jua in serie unitatum, si quae iisdem gaudent denominatoribus, eas hac 
ratione in unam eonflare possumus. Sint datae: 


I 


p(e)".ple,)”"... plE)".ple,)"... 
a A 


r r .r P 


*) Numerus  talis eligendus, ut sit ad p primus, id quod tantum pro certis nu- 
merorum Nm(2—e&,) factoribus fieri nequit (v.$ 5). His numeris vero methodus supra 
exhibita faecili negotio adaptatur. 
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sitque complexus faetorum p(e) utrique numeratori communium f(e), ita ut 
existant aequationes: 

pie". pla)" = fle).p(&a). pl) = fle).p(e), 

p(e. pie)" = fl). pa)". pl)" = fle).vee), 


ubi nullum % nulli 4 aequivalere potest. Quodsi numeri i, ö... tales sunt, 


. . . . . - . A—f 
ut coniuncti cum ipsis A et A seriem indieum 1, 2, ... - ur expleant, at- 


m 


que ponitur: 
yie)ryle).pla)ple)- = x), 


in numero Nmx(e) factor p inesse nequit, id quod ratione supra ($ 4) ex- 
hibita probari potest. Quare numerus exstat x, qui congruentiae satisfaciat: 
z.Nmy(e)=1 (mod.p‘). Deinde cum unitates: 

eye) KORTON KOy10) 


177 


r ? et r ?”  jdeoque r 
integrae sint, ope illius congruentiae z.Nmf(e) = 1 (mod.p‘) etiam uni- 

8) 
tatem r?" integram esse colligimus, ex qua quidem illas duas superiores 
deduci posse plane in promptu est. 

Iam si quae exstant unitates seriei IV, quarum exponentium denomi- 
natores diversae potestates eiusdem numeri primi sunt, eas quoque in unam 
eonflari posse hoe modo probamus. Sint datae unitates integrae: 

+2 ve) 
rt, r® 


” 


y(e) 


ubi b <a. Fraetionis > et numeratore et denominatore numero zıp"” 
multiplicatis obtinemus: 


Yle) _ PEEITPl) "WE __ 2), 
p’ 5: ar dye art ne 


Y(E) x(E) 
lam unitates r ” et r”” methodo modo exhibita in unam possunt conflari. 
ze) v(E) 
. . . . a . h 
ex qua illas duas derivare licet. Ab hac vero unitate r?” illa data r ? 
facile dedueitur. Est enim 
x6) at wie) 
LE TE 5 a 


unde si = est numerus talis, ut sit 
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z.n”=]1 (mod.p) sive zn’=1-+kp, 
erit: 
z X(8) w(E) 


a h 


r Y u r’ U (& ) — r p 


Ex quibus dietis patet, loco illarum unitatum (I), vel (II), vel (IV) aceipi 
posse unitates quasdam: 
ka) ka) 
(V) r’, r 
in quibus p, q, ... numeri sint primi inter se diversi, quaeque coniunetae 
cum ipsis r ad repraesentandas omnes unitates sufficiant. Jam probaturi 
sumus has ipsas unitates conflari posse in hane: 


ka) ka) k’(a) 


j 
a ! 


r,? 9 = 8. 
Quam enim unitatem integram esse elucet, atque unitates illas (\) ope uni 
tatum 7). 75, ».. n_, ex unitate s deduei posse hoe modo probatur. Cum 
produetum g’.#... ad ipsum p primum sit, numerus inveniri potest = talis, 
ut sit: 

2.g.t...=1 (mod.p‘) sive z2.g.f...=1+np" 


quare erit 
kla) 


gr.’ . u p“ yrka)+tk’(a)r. 
=|, Tr, . 
ka) 


unde unitatem r,” re vera potestatibus integris unitatum r et s exprimi 
posse manifestum est. Cuius explicationis summam hoe modo exhibere possu- 
mus: Acceptis quibuslibet unitatibus eoniunetis 7), 73, . .. 7;_,. Semper in- 
veniri potest systema unitatum coniunetarum $,, 8. ... S$_, tale, ut omnes 
unitates integris istarum unitatum r et s potestatibus exprimi liceat. 

lam cum summam tam determinatam neque de numero neque de natura 
unitatum fundamentalium casu generali huc usque consequi potuerimus, quam 
paragraphis 14 et 15 suppositione illa speciali explicavimus, relietis iis, qua« 
insuper his methodis derivari possunt, si unitates „r“ eerta quadam ratione 


eliguntur, ad casum eum transeamus, in quo A numerus est eompositus. 


$ 18. 
Nostra methodus eum eo nitatur, quod istas symbolicas exponentium 
expressiones ratione numerorum re vera complexorum traetavimus, etiam casu 


quo 4 numerus est compositus, tales instituamus unitates, ut his adiumentis 
Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 1. 6 
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Be 
B:' 
N 
#2 
2 

E) 


uti possimus. (Quem ad finem sit „d“ aliquis ipsius A divisor, qui faetores 
primos p g, ... eontineat, atque „r“ unitas illa in $ 9 memorata; ostendamus 
exstare unitates $,, 8, ... eiusmodi, ut his aequationibus satisfaciant: 








(1.) by = $, Hk = S214% = ıı — S(ö—1)d-+k posıto dd — h, 


praetereaque his: 


' $..9 7] .$ d ..+8 d >= 1. 
| -— + 2— +k (p-D— +k 
pP pP p 
(II) $,..8 ; .«$ d . .8 d a ® 
| —+k 2— +k (9 -D— +k 
q g q 
* B b) 


sive his quae illis aequivalent, si logs, = 0, et «& radix quaevis aequationis 
x’ = 1 ponitur: 


(III) 6 +9,a+"+0,0'""= 0, +0,24. +0,0° ', ergo =a""(0,4+0,0+-+0,0°”") 


atque his: 
d d 


(+%a+.. + a N)(l+o +0 Ft... 


_d 
u’ u! Kl 
')= v, 
(IV.) 2 1° 


(5 +%a+.+0,o"')(1+0a "+0 + +ta "3 = 5, 


(Juae ipsae condieiones explentur, si expressio o(«) pro quovis ipsius «& va- 
lore exceptis is, qui radices unitatis d'@ primitivae sunt, evanescit. Quod 
si fit, aequatio (III), quae pro valoribus ipsius « aequationi @®=1 suffi- 
eientibus re ipsa expletur, etiam pro reliquis ipsius « valoribus locum tenet. 
Deinde aequationes (IV), quae pro iis tantum ipsius « valoribus, qui radices 
primitivae d'* sunt, re ipsa explentur, etiam pro reliquis ipsius « valoribus 
valent. Jam ponamus: 


/Xr FE PER ODE „ „as? 2 3 
(\ .) 7 an rt at ta) _ — rır2. j 1-1 i 


ubı 


I? 
4,4444, 


d d 
u 


2 Pa 1 / » 

—= (14 @!+.. to PH +++. ta? )l+a+@+.-+0a? )... 
Ex qua aequatione numeri @,, @, ... ita sunt determinandi, ut explicato 
produeto dextrae partis eoque solius aequationis e* = 1 ope reducto singu- 
larum ipsius « potestatum eoeffieientes quantitatibus a,, a,... aequales po- 
nantur, sive hoe modo, ut positis in aequatione (V) singulis ipsius « valo- 


vibus ex his (A—1) aequationibus illae (A—1) quantitates „a“ determinentur. — 
Unitates „s“ sie definitas illis aequationibus (I), (ID), (III), (IV) satisfacere 
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jam probaturi sumus. — Ex illa enim aequatione (V) sequitur modo in $ 10 
tradito, ut sit: 
+9,04 -++0o,0' == ala )\(9, +9%@++o,0 


pro quavis radice «. Cum vero expressio: 
d d 


1-—a ia »? 1a 
a 


pro omnibus ipsius « valoribus exceptis radieibus d®s primitivis evanescat, 
etiam expressionem o(«) hance ipsam habere proprietatem ideoque unitates 
„s“ illis condieionibus sufficere patet. 

Quaecunque unitates illis aequationibus (I), (IL), (III), (IV) satisfa- 
ciunt elassem effieciunt unitatum eam, quam ad divisorem „d“ pertinere di- 
cimus. Jam primum unitates eiusdem celassis inter se comparabimus, et qui- 
dem omnes potestatibus vel integris vel fractis unius systematis unitatum 
coniunetarum exprimi posse probabimus. Etenim sint unitates aliquae ad 
divisorem d pertinentes hae: fi, fi, -.. f,; designentur deinde valores abso- 
luti logarithmorum harum quantitatum signis: 9,, 2, »». P,; hoc aequatio- 
num systema semper solvi potest: 
9 = nNIH tmR+++N,O,, 
(VI) I - TI T Te CH; 

|, = 9, +99, 440, 0,-; 

ubi indeterminatae sunt quantitates 2,, %, ... 2, atque numerus harum quanti- 
tatum, litera % designatus, numerus ille est, quem Gauss signo y(d) denotat, 
il. e. numerus numerorum ad ipsum „d“ primorum eoque minorum. Designante 
w radicem aequationis = 1 pro qualibet hac radice w, ratione in $ 9 ex- 
hibita prodit aequatio: 
(VIL) 9 +pe + +9,00" = (n+ mw + +n,0")(0,+0,w +: -+0,0""). 
(uam aequationem pro omnibus radieibus » non primitivis re ipsa expleri ex 
eo elucet, quod his ceasibus et y(w) et o(w) evanesceunt, cum et unitates f et 
unitates s in classe ad divisorem d pertinente insint*). — Singuli ipsius w 
valores primitivi totidem aequationes praebent formae (VII), quarum igitur 
numerus k numero indeterminatarum aequalis est. Ut igitur indeterminatas 
ex lis determinari posse ostendamus, tantummodo determinantem systematis 


*) v. quae supra indicata sit unitatum ad elassem pertinentium proprietas. 


u” 
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ıllius non evanescere probandum est. Determinans autem eum sit: 


o(w).o(w").c(w")..., 





designantibus A, A, ... Systema numerorum inter se incongruorum ad ipsum 
d primorum, aliquis factor o(w") evanescere deberet, ideoque foret: 
+5w+0,Ww-+. +0, w' = 0 

pro aliqua radice primitiva w, sive ratione habita aequationum (I) nee non 

aequationis huius: «= w esse deberet: 

+++... +0,04) — 0 

pro aliqua radiee primitiva «. — Jam cum sit secundum aequationem (V): 
+++ TI = (++ + ATI) +a,a’+.), 


esse deberet: 


Oo (a) (.+ma+..) = (0, 
sive substituto ipsius a(e’) valore et posito @’ = w: 
d d 


nn 1-wr 1—w! 
9(@ ).O: — 


0, 


d 
il quod fieri nequit, cum nullum factorem (1—-w?), ..., designante w ra- 


1—w 1|—w 


dieem primitivam d'“", evanescere pateat, neque factorem o(«’) nihilo aequi- 
valere posse supra in $ 9 demonstratum sit. 

lam eum probaverimus, quamvis unitatem ad ipsum „d“ pertinentem 
potestatibus ipsorum s repraesentari posse*), exponentes harum potestatum 
non irrationales esse ex eo elucet, quod, eum unitates s potestatibus integris 
unitatum r expressae sint, etiam unitates quaedam potestatibus ipsorum „r“ 
irrationalibus repraesentari possent, id quod fieri non posse in $ 13 demon- 
stravimus. (@uare forma generalis unitatum ad divisorem „d“ pertinentium erit: 


sive: 


(m, + MW m,w 2 ) 


Ss 
(lesignantibus rn, m,, m;, ... numeros integros reales. 
In quibus unitatibus exponentes symbolicos tanquam veros numeros 
eomplexos tractare possumus, quia omnes eorum reductiones aequationibus 
nituntur: 


*) Nempe si in aequationibus (VI) a logarithmis ad numeros transeas. 
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d 
(p—1) 


\14wr+w Pte +W >’ a 


1 d dd 


— 2 ! (4 -1) 
ie +..+W a 
et 
1wto’+. wi = (0, 
eumque re vera sit: 
(p 1)“ 
g't wP +. +w — 89..8, SS R ou 1 = $, ete. 
+1 G-1)- +1 
pP I 
nee non: 
y 10-1 
ar ge 
$ 19. 


Respeetu habito eorum, quae in $ 7 cum explicata tum indieata sint. 
atque posito „A“ numerum esse eiusmodi, ut quivis numerus primus formae 
kh+r in n factores complexos, eompositos e radieibus unitatis Ats, diseerpi 
possit, si statuamus g, g’, g", ... resp. numerorum p‘, q’, F, ... radices primitivas, 

Er 27 0 ee r gi 2 .g" + : g""++-- (mod.%), 
= Ki, 

omnino eadem qua in $ 15 usi sumus ratione probatur, exstare in quavis 
classe unitatem «, cuius potestatibus integris complexis omnes unitates ad 
eandem celassem pertinentes repraesentari possint. Cumque quivis numerus 
complexus integer ex unitatis radieibus dis compositus ad expressionem g(d 
terminorum integram redigi possit**), p(d) unitates eoniunctas exstare patet, 
quarum potestatibus integris omnes unitates ad divisorem d pertinentes ex- 
primi possint. 

lam eadem qua in $ 16 usi sumus ratione probari potest, designante 


„a“ unitatem fundamentalem celassis ad ipsum d pertinentis, omnes reliquas 


eiusdem elassis unitates fundamentales easque solas forma eontineri: «” 
si m(w) numerus est talis, ut Nmm(w) = 1. KEtiamque unitates non con- 
iunetae statui possunt fundamentales multitudinis Y(d), et quidem numerus 


unitatum diversarum, quae statui possunt, fundamentalium eoniunetarum erit 


*) Numeri Ah, 4, ... resp. multipla numerorum p°=", g?', „.. esse debent. 


®) v. 87. 
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infinitus, dummodo g(d) > 2, ergo d- 8, numerus vero unitatum fundamen- 
talium non coniunetarum erit infinitus, quando Y(d) — 2, ergo d>2. 

Denique omissa illa suppositione, qua statuitur, omnem numerum pri- 
mum formae kA+r in n factores complexos diseerpi posse, ratione illa in 
$ 17 exhibita demonstrari potest: dato quocunque systemate unitatum con- 
iunetarum ad elassem aliquam pertinentium *), semper existere aliud systema, 
quo alteri adiuneto eunetae eiusdem classis unitates repraesentari possint. 
Kt quidem secundum supra adnotata utrarumque unitatum tantummodo g (d)W> 
opus erit. 

Jam etiam probemus numerum unitatum fundamentalium ipso Y(d) 
minorem non sufficere ad repraesentandas omnes unitates eiusdem classis. 
(Quem ad finem sint unitates quaedam fundamentales: f, f', f", -.., itaque 
illas quoque unitates „s“ potestatibus harum f integris repraesentari posse 
oportet. Quare sit posito logf=g, log f'=y,... et k=gYp(d): 


| ! 2 
o, = ay+by+aoYp +", 


5 = my+bp+tagp"+.-., 


= 49+bp+egY"+:-. 


Cum vero numerus ipsorum f itaque ipsorum sit <- k—1, his ipsis eli- 
minatis certe una restabit aequatio formae huiusce: 


I) 94%: 9+:-+n,0, = (0, 


in qua aequatione %,, %,, ... numeri esse debent integri atque non omnes 
nihilo aequales. Id quod fieri non posse sequentibus probatur. Ex aequa- 


tione enim (I) sequitur: ss?...s; = 1, unde mutatis periodis iis, quae uni- 
tatibus „s“ continentur, oritur Systema aequationum: 


\ sr... 1. 
\ in “ 
he u —— 1. 


ex quo ope formulae (IV) $ 9 deducimus aequationem: 
nt+nw ++ wit) (+ RW +0,W“ ei Bun () 
pro qualibet d'* radiee unitatis ©. Uum autem factorem alterum pro nulla 


*) Ea tantum condieione, ut expressio illa o(w) pro nullo valore ipsius w primi- 
tivo evanescat. v. SI». 
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radice w primitiva evanescere supra ($ 15) demonstratum sit, factor prior 
pro his omnibus % valoribus ipsius © evanescere deberet: id quod (nisi 
n,. =m = +"—=() fieri non posse ex $ 7 eolligitur. 


$ 20. 


lIam quid ex hac singularum elassium disquisitione pro universis uni- 
tatibus eolligi possit, inquiramus. Q@uodsi supponimus numerum 4 illa vir- 
tute, initio $ 19 memorata, gaudere, ea ipsa proprietate divisores quoque 
ipsius A praeditos esse patet. Hoc igitur casu pro quolibet divisore „d“ ex- 
stant quaedam unitates fundamentales coniunctae, quarum p(d) ad reprae- 
sentandas omnes huius elassis unitates suffieiunt: quae designentur notis %,,. 
ya,» ., earumque logarithmi sint ®,,. %,>, 

Sit „r“ unitas aliqua, atque formetur ex ea unitas elassis ad divi- 
sorem „d“ pertinentis illa ipsa ratione, qua initio $ 18 usi sumus. Sitque 
haec unitas „s“, ita ut habeamus servata designatione illie adhibita: 


ne rle) — g. 
Sed esse debet 


5} — re 7 y 


designantibus 2,, n,... numeros quosdam integros. Itaque habemus aequa- 
tionem: 
1) +%w+.+0,0 = (n+nmw"+-+n,0 Ip, tr.Ww+-+o,,W0° 
ratione saepe usitata pro qualibet radice » aequationis #’—=1. Deinde est: 
II nn ai kl __ I\ / 
( R 0,+ 90-40, — da [84 0,7 RT '+"T0,0 


pro quaque radice unitatis 44, Substituta igitur pro « radiee » obtinemus: 


1 1 


ı = 0,+00+ + — 0,0”, 


1) 


aw (0 +%Ww+--+0,w” 


atque per aequationem (I) aliquanto mutatam: 
a(w)(9+%w+'-+o,w 


3 
m 


(n.+mw" +. +4n,w HT (e,, raw Ht+ +r,;W"). 


# 


(Juotieseunque igitur n(w "), numero a(w ') divisus, residuum habet e w 
ıta ut 


IN 


n(w') = m({w')alw+c(w” 
sit (designante © radieem primitivam), habemus aequationem: 


r 1 =. — 94 . i ‘ 
ae )(O,+9W-+ +) = alw'im(w \(e.,tr.»2w+.)+elo\e,,+v%,,% 














48 Kronecker, de unitatibus complexis. 


atque si ponimus unitatem: 


—m, —m, ". 


u > lı 
et log.d, =7,, erit: 

a(a')(rı+ Ta+ + 7,0") = cla)(w,,t+ v0 +"+%,; , 
pro quoque ipsius « valore, qui radicem dt” primitivam praebet. Pro om- 
nibus reliquis ipsius « valoribus erit: 

++. +7,07 un 9 t+RRt+ +", 
cum pro his ipsius «& valoribus sit #e, ,+%.0+:- = 0. 

Unde elucet, quamvis unitatem „r“ ope unitatum „a“ ad unitatem „t*“ 
reduei posse talem, ut si unitas elassis ad „d“ pertinentis ratione supra indi- 
cata ex ea formetur atque potestate ipsius „a“ complexa repraesentetur, ex- 
ponens certo quodam residuorum systemate modulo a(w) eontineatur*). Line 
tanquam corollarium sequitur, ut si tales tantum unitates existant, quarum 
exponentes illi euneti residua nihilo aequalia habeant, quaseunque unitates 
integris ipsorum „a“ potestatibus exprimere liceat, itaque numerus unitatum 
fundamentalium sit: 

p(A)+-+gp(d)+.- = 4-1 
seeundum notum illud theorema. 

Statutis certis quibusdam residuorum systematis modulis a (w), a'(w), ... 
pro singulis ipsius A divisoribus, sit unitas „r“ eiusmodi, ut exponentes, ad 
quos pertinent unitates elassium ex illa „r“ formatae, pro singulis a(w) re- 
siduis quibusdam ex istis systematis aequales sint; tum brevitatis causa seriem 
quandam residuorum ad unitatem „r“ pertinere diceemus. Jam primum ex 
illis supra dietis concludimus, eunetas unitates unitatibus „a“ et unitatibus 
„r“ repraesentari Posse. 

Deinde supponamus divisores ipsius 4 certo aliquo ordine dispositos: 

TE  ? 


sint porro unitates „r“ tales, ut residua, quae ad eas respeetu divisoris d, 
pertineant, non evanescant; sint unitates „s“ tales, ut residuis respeetu d, 
evanescentibus residua, quae ad eas respeetu divisoris d, pertineant, non 
evanescant ete. Inter has unitates r, s, f, ... omnes illas, quae supra ipso 
„r“ denotatae sunt, inveniri apertum est. Deinde adnotamus, pro divisore 

*) Sie supra pro unitate „r“, ad quam exponens k(w) pertinebat, ad unitatem „ti“ 


\ 


reducta est, ad quam exponens c(w), qui est residuum ipsius »(w) modulo a(w), 
pertinet. 





ir 
” 
8 
$ 
% 
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ultimo tales unitates existere non posse. Tum enim residua respeetu omnium 
divisorum, excepto ipso d,, evanescere deberent ideoque, posito illam uni- 
tatem z eiusque logarithmum [ esse, aequatio 


(» (» 


7 | } 4—1 
TA rTr'+Tr6,0 0 


pro omnibus ipsius « valoribus exceptis radieibus ds primitivis loeum habere 
deberet. Itaque unitas z in ipsa elasse ad divisorem d; pertinente inest 
(v. $ 18) atque in aequatione: 


| > > : . '- 1-1 l 


dw \\s To%+ ...- L-M = n, + nn, ale, m 


. | 


ubi © est radix d;‘@ primitiva, numerus 2(w@) ipso alw) dividi Dosse deberet, 
proptereaque residuum respeetu divisoris d juoque evanesceret. 
lam unitates „r” inter se reducendae sunt. Primum, si quae existant. 


ad quas idem residuum respeetu ipsius d, pertineat, eg. r et r', pro his 


4 r h 
acelpl POssunt unitates r et RE juarum alteram ad genus unitatum .„s“ (vel 


inter ipsas f, ...) referendam esse patet, quippe quae eius residuum respeetu 
d, evanescat. Unde coneludimus, quaeeunque unitates r eodem residuo re 
speetu d, eaudeant, ex eis unam tantum elivendam esse, cUM ceterae OPpe 
huius et unitatum s, f, ... repraesentari possint. — Deinde sit » ©) residuum 
alicuius „r” respectu d, (ubi © radix primitiva dt), sitque pw) factor com- 
munis maximus numerorum »(w) et illius ae). ita ut sit 
new) = gylw).m(w 

numerum invenire lieet w(we) talem. ut sit 

mie) w(w l (mod.alıe 
ergo 


NU)UVIWZEP(W) (mod.alwe)). 


Itaque cum unitas vr‘ quoque integra sit, unitas existit, euius residuum 
respeetu d, ipse numerus g(we) est. (Quae si litera r’ designatur, erit r' 
unitas, euius residuum respectu d, numerus 2120). qUae 1oitur seeundum Supra 
dieta pro illa unitate r aceipi potest. Hine sequitur, ut loco omnium earum 
unitatum, quarum residua eundem factorem communem maximum ge) eum 
numero al) habeant, unam tantum, euius residuum ipse hie numerus ia 
sit, aceipere liceat. 


“) Of. $S4 et ST. 
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Sint unitatum r et r' residua respectu d, numeri y(w) et w(w), qui 
uterque numerum illum a(w) metiens supponi potest. 'Tum erit factor com- 
munis maximus numerorum 


m(w)\g(w)+n(w)w(w), alw) 


ipse factor communis numerorum g(w) et w(w). Positis enim m(w), n(w) 


numeros esse tales, ut sit 
m(w)gy(w)-+n(w)w(w) = y(w) (mod.a(w)), 


ubi z(w@e) factor est communis maximus Ipsorum p(w) et w(w), illa sententia 
elucet. Cumgque etiam r”“,r""") wunitas sit integra eaque talis, ut residuum 
respeetu d, sit 2(w), hanc ipsam unitatem, ex qua ope unitatum s, f#, 
unitates illae (r, r”) derivari possunt, loco duarum unitatum r, r’ accipere 
licet. Quaeeunque igitur unitates variorum respeetu d, residuorum existunt, 
semper una talis pro iis aceipi potest, euius residuum respeetu d, factor 
ommnium residuorum eommunis maximus sit. Et, si respieimus supra dieta, 
pro hae ipsa talis statui potest unitas, ut residuum respeetu d, sit faetor 
ipsius a(w). 

(Juae cum de unitatibus r exposuerimus, ad unitates s, £, ... adhibere 
liceat, eoneludimus, praeter unitates „a“ ad repraesentandas omnes unitates 
his tantum opus esse: unitate quadam „r“ (cum eius coniunctis), euius re- 
siluum respeetu d, est factor ipsius a(we); unitate quadam „s“, euius residuum 
vespeetu d, est faetor ipsius bw) ete. Itaque hane obtinemus seriem uni- 
tatum fundamentalium: 


by Ua Man +++ Wa_ı Was 


7 S, TE ' 


lam si residuum, quod ad unitatem r respeetu d, pertinet, g(w) ponitur, ita 


ut sit ate)=g(w).w(w), habemus aequationem: 

ale" (949% Lt...) = Y (w') (vu, +0,230-+++-) 
vel 

vw) +Rwt) = vuıtdnzWwt:, 


pro qualibet radice d,'* primitiva w. Unde patet unitatem r?,u,', esse 
talem, ut eius residuum respeetu d, sit nihilo aequale, eamque igitur uni- 
tatibus %,, Ws... ets, f,... repraesentari posse. Ergo ipsae unitates 


{ ’ 


coniunetae #, unitatibus „r*“ et reliquis utriusque seriei unitatibus expri- 





>] 
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muntur. Inter has vero unitates „r“ eae, quarım index numero g(d,) maior 
est, ad priores reducuntur. Sit enim (posito y(d,) = k 


et, , en" +.+or0+c = 0 


illa aequatio, quarum radices sunt radices unitatis d,'“ primitivae, in qua 


eoeffieientem Ipsius x* unitatem esse e forma illius aequationis in $S 7 ex- 
hibita manifestum est, et fingamus unitatem integram: 


ER ar ie > Bas 


I K+l 1 


ideoque posito log, = S$;: 


f t m 1 1 | ke I - 
(C-06,0Q+ 70, _,0 +0)(0,700+'-) = Sı +50 


) Ku | ' 


Cum vero c(e), eaque de re S(a), pro illo ipsius @ valore = w evanescat, 
unitas x, unitatibus «,,... atque unitatibus s, #, ... repraesentari potest. Ergo 
r,,, unitatibus r,, r3, ... r, et unitatibus utriusque illias seriei reliquis ex- 
primi potest; pariterque r, 


kt 


‚ unitatibus 73. 73. ».. 7%, Ideoque unitatibus 
is Pay... 7, et reliquis ete. ete. Itaque pro illis unitatibus „u,“ et .„r“ 
tantum aceipiendae sunt unitates: 


ni A ana 
Simili modo pro unitatibus #, et s tantum accipiendae sunt unitates 


Be ne M 


quia sieuti supra et unitates ceterae cum s, coniunctae et unitates „w,” per 
unitates 5), 82, 2... Syca, Aadiunetis illis ©,.... 4, ... 2, exprimi possunt. 


Denique pro unitatibus «, et z aceipiendae sunt unitates 


- - - 
“|. m)“ D . . EN 


As 1’° 

quia his ipsis ope unitatum «, illae repraesentari possunt. Habemus igitur 
tanguam unitates fundamentales, ad repraesentandas omnes unitates suf- 
ficientes, has: 


r, N; ? 
S, “ $) “ . . ” Si 
2, 2, z 


Bi MM 
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yuia ceteras cum Ipsis “, eoniunetas unitates „a“ illis exprimi posse jam 
supra adnotavimus. Numerus igitur unitatum fundamentalium erit: 
p(d)+y(d)+.-+y(d) = 4—1, 
eumque numerum ipso 4—1 minorem esse non posse in $ 12 demonstravimus. 
Numerus igitur unitatum fundamentalium hie idem est, qui erat casu 
quo A numerus primus, sed cum casu generali, tanquam unitates fundamen- 
tales semper unitates accipi posse coniuncelas, non probaverimus, num re 
vera unitates fundamentales coriunetae pro quovis 4 existant, in dubio remanet. 
Ilaee autem quaestio quanti sit momenti ex eo elucet, quod problema illud 
Diophanteum (v. $ 11) inveniendorum numerorum 7, X. ... Z,_, Aedquationi 


Nn(ze+ 2,8. +. +8) = +1 
satisfacilentium systematis unitatum fundamentalium coriunetarum perfecte sol- 


vitur. Nam si omnes unitates forma «4 sive 


n(a@) 


(SEHE ++ _185 5) 
eontinentur, euneta ipsorum x systemata functionibus rationalibus integris illius 
unius systematis ($) repraesentari possunt. Sin vero duorum systematum uni- 
tatum eoniunetarum opus est, omnia systemata ipsorum x nonnisi duobus syste- 
matis (£), (£') modo rationali exprimi possunt. Quoniam autem in $ 17 demon- 
stratum est, acceptis quibuslibet unitatibus eoniunetis r,, r3, -.. #,_, Semper in- 
veniri posse alterum svstema s,, 8, ... s;_, tale, ut omnes unitates integris ista- 
‚um unitatum r et s potestatibus exprimi lieeat, sequitur, ut accepto quolibet 
syvstemate =, 2), ... 2/_, alterum systema «', z/, ... z,_, Inveniri possit tale, ut 
ommia svstemata ipsorum x tanquam funetiones rationales integrae illarum 24 


quantitatum @, x’ repraesentari possint. Sed eum e disquisitionibus illis gene- 
valibus Cli. Zejeune-Dirichlet, quas supra pagina huius dissertationis secunda 
commemoravimus, tantummodo eoneludi possit, 4—1 quantitatum x systemata 
sive 4(4—1) quantitates x ad repraesentanda euneta ipsorum x systemata 
sufficere, casu quem in hae dissertatione traetavimus speelali problema Dio- 
phanteum, quaestione unitatum eomplexarum exhibitum, peculiarem ac sim- 


pliciorem solutionem admittere bene animadvertendum est. 











Ueber die elliptischen Funetionen zweiter Art. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich ) 


R 
: » . . a) . . . . . 
Kine elliptische Function zweiter Art wird nach Herrn Hermite jede 


Function genannt, die im Endlichen überall den Charakter einer rationalen 


eo) 
hat, und deren logarithmische Ableitung doppelt periodisch ist. (Comptes 
) se‘ \ °) u #2 RR . gu, . 
Rendus, tome 85). Sind 2» und 2 die Perioden von ‚so ist 
/ 4 u 
(1) gyla+2Zw)=my(u), ylu+2o)=mp(u), 


wo m und m’ zwei Constanten sind, welche die Maltiplicatoren von gu 
heissen. Es erweist sich vortheilhaft, an ihrer Stelle zwei andere Constanten 
u und « einzuführen, welche ich durch die Gleichungen 


' 


(2. me“ m e' 


, 


Tıda 


definire und die (den Perioden 2» und 2’ entspreehenden) Parameter von 
(a) nenne. Dieselben können, ohne ihre Bedeutung zu ändern, beliebig 
um ganze Zahlen vermehrt oder vermindert werden. 


Sind v und v zwei ganze Zahlen, so ist 


“2 & 4 n N Beil a M: 
(\O.) Y ( u u 2Zrw+ Jy U) ) nn Ü TU u). 
Ist also 
s ) ! . 
VW, =0OrW- DV, Eu =au, +YU,, 
de, /. 
ar ‚ j ’ ’ > , ‚ 
os, =yo+do, eu = Pu, +du, 


wo «, 9, 7, 0 vier ganze Zahlen sind, und die Determinante e= ad — 9; 


von Null verschieden ist, so entsprechen den Perioden 2w,, 20, die Para- 
meter 1u,, 1. 

Sind u, « beide Null, so ist g(w) eine elliptische Funetion erster 
Art. In der Theorie der elliptischen Funetionen zweiter Art ist aber nicht 
nur dieser Fall als ein Ausnahmefall anzusehen, sondern allgemeiner der, 
wo 2uw+2u'w' eine Periode ist, wo also zwei eanze Zahlen v, v so be- 


stimmt werden können, dass uo+ uw =vo+r'w' ist. (Vgl. Mittag-Leffler, 
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Comptes Rendus tome 90, p. 177.) Unter dieser Annahme ist nämlich, falls 


a u’ — v’ u— v 


rc 0) w' 
gesetzt wird, ga) = e"w(a), wo w(w) eine doppeltperiodische Function 
ist. Diesen nur geringes Interesse darbietenden Fall schliesse ich hier 
ganz aus. Wenn im Folgenden gleichzeitig mehrere elliptische Funetionen 
zweiter Art betrachtet werden, so wird, falls nicht ausdrücklich das Gegen- 
theil gesagt ist, immer vorausgesetzt, dass sie nicht nur dieselben Perioden, 
sondern auch dieselben Parameter haben. 


N 1. 
Allgemeine Eigenschaften. 
Die Weierstrasssche Function o(w) genügt der Gleichung 
(4.) G (u+2rvw +2r'w') Bun (—1)’ v’+ v+r’ o!bontr'n‘) (u+rvw+r'’w IG (2). 
wo v, v' zwei ganze Zahlen bedeuten. Zwischen den in diese Formel ein- 
&ehenden Constanten besteht die Relation 


n ı7ı 
(9.) no'—n'w u, > 
in . . . E 2) .. w' .,». 
oder — , , je nachdem die Ordinate der complexen Grüsse 7 = „„ positiv 


oder negativ ist. Wählt man 2w, 20’ so, dass sie positiv ist, so genügt 
folglich die Funetion 

o(?uw-+ 2u'w' — u) 
o(2uw-+ 2uw')o(u) 


(6.) ga) EEE 
der Bedingung (3.), ist also eine elliptische Funetion zweiter Art mit den 
Parametern «, «. Mit Hülfe derselben lässt sich die Theorie der ellip- 
tischen Funetionen zweiter Art gänzlich auf die der Funetionen erster Art 
zurückführen. 

Die Funetion q(a), welche ungeändert bleibt, falls «, «' sich um 
ganze Zahlen ändern, wird nur für den Werth 0 (und die congruenten 
Werthe) unendlich gross von der ersten Ordnung, und ihre Entwicklung 


nach Potenzen von a beginnt mit — ; sie verschwindet nur für den Werth 
k = 2uw-+2uw. 


Da der Quotient von je zwei elliptischen Functionen zweiter Art 


doppelt periodisch ist, so ist jede solche Funetion y(a) = q(u)w(u), wo 
(a) eine elliptische Funetion erster Art ist. Wird g(a) für keinen Werth 
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von a unendlich, so kann w(a) nur für «= k unendlich gross von der ersten 
Ordnung werden. Eine elliptische Funetion w(a), die nicht für mehr als 
einen Werth unendlieh wird. ist aber eine Constante. Da ferner für » — 0 
auch w(a) = 0 ist, so verschwindet (a) identisch. 

I. Eine elliptische Function zweiter Art, die für keinen Werth unend- 
lich gross wird, verschwindet identisch. 

Da die Function (a) im Endliehen überall den Charakter einer 
rationalen hat, so kann sie nur für eine endliche Anzahl ineongeruenter 
Werthe b,., b,, ... b, unendlich gross werden, und nur für eine endliche 
Anzahl von Werthen a,, @, ... a, verschwinden. Die elliptische Funetion 


n 


w(a) wird dann für die a+1 Werthe 5b, b,, ... d,, k unendlich und für 


die m+1 Werthe a. &, ... a„, 0 gleich Null. Nun wird aber eine 
doppeltperiodische Function für ebenso viele Werthe Null wie unendlich, 
falls man jeden Werth so oft zählt, wie seine Ordnungszahl angiebt, und 
die Summe der Werthe, für die sie verschwindet. ist der Summe der Werthe. 
für die sie unendlich wird, eongruent. Daraus folgt: 

Il. Eine elliptische Function zweiter Art wird für ebenso viele incon- 
qruente Werthe Null wie unendlich. 

Ill. Sind a,. Gr. 2... 4, die incongruenten Werthe, für die eine eltip- 
tische Function zweiter Art verschwindet, und b,. b,, ... b, die Werthe, für 
die sie unendlich wird, so ist 


(.) 2a—- 2b Puw-+t2uw. 


Indem man die Grössen a, b um Perioden oder die Parameter u, u 
um ganze Zahlen passend ändert, kann man immer bewirken. «ass 
Za— Ib = 2uw+2uw' 
wird. Die beiden letzten Sätze können auch direet gefunden werden dureh 
Berechnung des über den Rand eines Periodenparallelogramms erstreekten 


; gu 
Integrals /(u-e) (u) 
a 20 


eine elliptische Function erster Art jeden beliebigen Werth innerhalb eines 


du, wo e eine unbestimmte Uonstante ist. Während also 


Periodenparallelogramms gleich oft annimmt, gilt dies bei den elliptischen 
Funetionen zweiter Art allgemein nur von den Werthen O0 und x. Die 
Zahl » möge die Ordnung der Function y(w#) genannt werden. Ist 

(8) Sa—->b = 2(u+r)wo+2(u-+r)w, 


wo v, v' ganze Zahlen sind, so ist 
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(9, f a) En C o(u — a,)o(u — A,)...0(uU— A, eKutr)n + (u’+3 Ku 
| o(u—b,)o(u—b,)...o(u—b,) 


wo C eine ÜUonstante ist. Denn der Formel (4.) zufolge ist die durch Glei- 
chung (9.) definirte Grösse C eine doppeltperiodische Funetion von #, die 
für keinen Werth unendlich wird. 

Die elliptische Funetion zweiter Art p(a) möge für „=a von der 
für «=b von der pten u. s. w. Ordnung unendlich werden, und in 
ihren Entwieklungen in den Umgebungen der betreffenden Stellen mögen 
die Glieder, welche negative Potenzen der Aenderung des Arguments ent- 
halten, die folgenden sein: 


ten 
ren , 


Au-a)'+A,D(u-a) "+4 D(u—-a)" + -+A,,D, (u-a 


B(u—-b)'+B,D(u—-b)"+B,D’(u—b) "+... +B,_,DP(u—b)"', 
1.8. w. Dann Ist 


(4 a) = Ag (u-a)+A,g\ia—a)+ Ag (ua—a)+.+A,_,47 7 (u—a 


i 


10. + Bq(a—b)+B,q(a—b)+B,q'ua—b)+--+B;_,q"”(au—b 


Denn die Differenz zwischen der rechten und linken Seite dieser Gleichung 
ist eine elliptische Funetion zweiter Art, die für keinen Werth unendlich 
wird, also nach Satz I. identisch Null. Diese Formel hat Herr Hermite 
I. «. pag. 695) durch Betrachtung des über den Rand eines Periodenparallelo- 


sramms erstreekten Integrals /q(«—e)p(e)de gefunden. 


DV 


Addition und Multiplieation. 
Seien #1. %. ... a2,, c, 2n unabhängige Variabeln, und sei 
B = g.u,+v; 
Betraehtet man zunäehst alle in diesem Ausdrucke vorkommenden Grössen 


n 9 


ausser «, als constant, so ist er eine elliptische Function zweiter Art von 
,, welehe nur für die a Werthe —e,, —®,, ... —o, unendlich wird, also 
auch für genau » Werthe verschwindet. »—1 derselben sind «,. ;, u 
Der »!° Werth ist daher nach (7.) gleich kw — + — u, — u -—m ——r 


n® 


n*® 


Nach (9.) ist folglich die Determinante Q bis auf einen von «, unabhängi- 
ven Factor gleich 


| | { | ou — u,)...0(u, — u,) 
ygartı r Trure, OU rt rt TUurd, Bu 


o(u,—+v,)...o(u, +v,) 
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Indem man in ähnlicher Art ihre Abhängigkeit von «, ... u. tır ...e®, 
untersucht, findet man, bis auf einen eonstanten Factor genau. 

| 4(u,+v%; 
11.) 


’ : i II o(u, 7 IIo 2 a 
== (1 -v, ++ +u,r09,)0\u, rt, +" tut, 
| (4 \ u, 7 l ı I 1 n I n l I l n /1 ou f 


Im Nenner der rechten Seite durchlaufen @ und 5 unabhängie von einander 
die Zahlen von 1 bis », im Zähler nur solche Zahlenpaare, für welche 


>/ ist. Dass der constante Factor in der Gleiehung (11.) riehtir an- 


104 
vereben ist, erkennt man ohne Weiteres für a=1 und allgemein dureh 
den Schluss von z»—1 auf ». Multiplieirt man nämlich die Elemente der 
letzten Zeile von Q mit a,+e, und setzt dann «,= —er,. so verschwinden 
sie mit Ausnahme des letzten, das gleich 1 wird, und daher geht O in den 
analog aus den »—1 Argumentenpaaren #,, ©. ... %,_1, ®,_ı gebildeten Aus- 
druck über. Da dasselbe von der rechten Seite der Gleiehung (11.) eilt. 
so ist sie damit allgemein bewiesen. 
Setzt man in der entwickelten Formel 


2un+2un” =0 und 2uw-+2uw = —w. 
so erhält man 
ou,.t+v; tw) ; 2 Il o(u.-— u:)IIo(v h 
(12.) - =0(w) our, +: tu, +v,) 
(U. %3) Il o(u N 


’ 


Die auf der linken Seite stehende Determinante R ist gleich 


(0) o(u, + ve Tw ou Tu TrWw 
o(u tr.) o(u +rv, 
— 1 l 1i/ we J 
f | . 1 . ef } “ . 
0 ou, VW) OU Flur U 
o(u,„+®,) o(uUn—+-®, 


Setzt man zur Abkürzung 
(13.) r(u) = a(w) 
on) 
und entwiekelt jedes Element nach Potenzen von w mittelst der Formel 
A l+riua+e)w-+-+--, 
zieht dann die erste Zeile der Determinante von allen folgenden ab, divi- 
dirt die Elemente der zweiten bis (a-+ 1)ten Zeile durch = und multiplieirt 
die der ersten Colonne mit w, so erhält man 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 1. 'e 
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—w 1 ... 1 
R u — pp"! 1 ra, +%)+ wur ru, +®)+- 


1 rw,to)t +. rate )+t 


Indem man daher auf beiden Seiten der Formel (12.) die Coeffieienten von 


0” vergleicht, findet man die Relation 
Ö 1 Ze 1 
| 1 rate) + r@au+te,) 
(14.) pi 


1 rtv) ++ r(a+®,) 
‚ Hlo(u.—us)llo(v.— 05) 
= 0(u +94 +u,+ 9.) — — r 
| lach Tut ®, IIo(u.-+-0;) | 
welche Herr Stickelberger mit mir zusammen in einer kleinen Notiz, dieses 


Journal Bd. 83, S. 175 direet entwiekelt hat. Daselbst haben wir aus dieser 


Formel zwei andere abgeleitet, indem wir durch einen passenden Grenz- 
übergang erst die Grössen ®,, ... ® 
U. 


„ alle gleich Null und dann die Grössen 


u, alle einander gleich werden liessen. Auf demselben Wege ge- 


langt man von der Gleichung (11.) zu den Relationen 


| g(.), U), +. gr°le,) 
(15.)  IKa— f)I1lo(u,.—u;) 
| = (+ +u,)0(u ++ %,) Ho.) ’ 
(a) Vu) reger) | 
4 \ " Eh (") (ar | T/ ? 
ac ea m a) | = gm) RD Ta By. 


| ou)“ 


ge (a) 4 (u) ger) 


Multiplication und Division. 
In den folgenden Entwicklungen nehme ich an, dass 2un+2u'n' = 0 
ist. Setzt man ferner 2uw+2uw = —v, so ist 


en o(u-+v) 

17.) u,0) = 

\ 1a, o) o(u)o(v) 

eine elliptische Funetion zweiter Art mit den Parametern 
nv ’ N% 


ut == . y u — — 
i U7T / 


in 
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welehe ungeändert bleibt, wenn das Argument « mit dem Parameter » ver- 
tauscht wird. Ist » eine positive ganze Zahl, so sind folglich 4(x, ae) und 
q(nu, v) elliptische Functionen zweiter Art mit den Perioden 2w, 20’ und 
den Parametern nu, nw. Die erste ist eine Funetion erster Ordnung, die 
nur für «= 0 unendlich wird, die andere ist eine Function der Ordnung x', 


und wird. falls man 


2a -+-2Pw' 2an-+2Pn! 
(18.) VB - — N > Bu Ah min 
! n ' n 
setzt. für die Werthe v= —w,,, wo jede der beiden Zahlen z, % ein voll- 








ständiges Restsystem (mod. ») zu durehlautfen hat, unendlich von der ersten 
Ordnung. Nach Formel (10.) ist daher 


n4(nu,e) = ZU, qg(utw,,,nv). 


LAL 


Entwickelt man nach Potenzen von @-+w,;, so findet man durch Verelei- 


chung der Coefficienten von (u+w@,,) , dass 0,5, = e "7" jst,  Mit- 
hin ist 
f .\ f a y* 
19. no(nu--o) _y o(nr--u+m,;,) E—Nn.un 
o(nu)o(v) =, o(nv)o(u-+@,;) 


Ersetzt man ®e durch e+w,;, so erhält man allgemeiner 


9). no(nu-+-v- 0,3) o(np+u-.-0,; 


e 2 Napa a y geh - iX 
% 


I ix 1° 
=. o(nv)o(ur ww, 


o(nu)o(v-+w,3) 
Wo 


21. ee" 
ist. Vergleicht man in den Entwicklungen der beiden Seiten dieser Glei- 
chung nach Potenzen von ® die constanten Glieder, so ergiebt sich, falls 
e und 5 beide Null sind, 


(22.) ar(mu) = N(r(u+w,)—n,,) 


— Iz4)» 
? 


falls aber « und 5 nicht beide Null sind. 


(23.' n0(W.3+ nu) u 5 onu __ x ,,@%- f a Li \ 
0(W,3)0 (nu) ’ Zu - d I\uUTrW,; N. 


14 
Vergleicht man ferner in den Entwicklungen nach Potenzen von = die 
constanten Glieder, so findet man (bei Ersetzung von ®e durch u 


l 2 \ » \ B nad » f I . zD—/a 0(W,} rnu) )/ 
(24.) n (1 UtW,s —N.p) > Iinu)+23 0” a eNunu 
x,/ 0\w,, JO(\nu) 


7 >]? Jtr1 » 7 3 \ r . T 
wo der Strich bei dem Summenzeichen andeuten soll, dass das Werthepaar 
7, 4=V, 0 auszuschliessen ist. Will man diese Formeln, aus denen sich 


te) 











HU Frobenius, über die elliptischen Functionen zweiter Art. 


dureh Differentiation nach # die Jacobischen Formeln für die Auflösung der 
Theilungsgleiehungen ergeben, direet aus der Theorie der elliptischen Fune- 
tionen ableiten, so muss man den Hermiteschen Satz (vgl. z. B. dieses Journal 
Bd. 88, S. 154, Formel (5.)) auf die doppeltperiodischen Funetionen 


ng o(w,.s-+nu a4 
r(nu)—nria), ( n r ) e—Nap nu 
W.2)o(nu) 


anwenden. >So erhält man zunächst die »° Gleichungen (22.) und (23.) und 
dureh Auflösung derselben die »’ Gleichungen (24.). Auf dem hier einge- 
schlagenen Wege wird die Auflösung solcher linearen Gleiehungen ver- 
mieden, weil die »' Relationen (20.) die Eigenthümlichkeit haben, dass sich 
die aufgelösten Gleichungen aus den ursprünglichen dureh Vertauschung 
der beiden Variabeln # und © ergeben. 
Setzt man nun 
(Ts = (W) Nas Se = pw, be=p (wur), 


In 
| "u = VD, Sn = V, AR Zn 0), 


ud 


u. 


so findet man durch Entwicklung der Gleichungen (22.) und (23.) nach 
Potenzen von a und Vergleiehung der Coefficienten der Anfangsglieder die 


Relationen 


». 
a/ p’ 


.) > % m Re a) 2 
(26.) ar, = zer, 
Hl 
97 l 2 \ 2 „> u v ai— 9x 
_ I. 2 n SR ee Var un P) 0 ‚ $,) D) 
Z,f8 
») ) — m rn . ai-— YZ 
(20., n (tust IS, a) = Zoe, 
%,h 


Die Ausdrücke (25.) bleiben PIERRE wenn «, 5% durch eongruente Zah- 
len (mod.nr) ersetzt werden. Ferner ist 

24, ei 1. es 
Ist daher = 2% eine gerade Zahl, so ist ner rw =ra=0. Von 
dieser Ausnahme abgesehen sind aber die Grössen r.; » verschiedene Func- 


tionen der beiden Variabeln @, &,. Denn ist h= e”"', so ist 


En. w nun =; ı 9, h’’ i vu 
30. re) = ot er - sin ( )- 
1 st ‚ 1-—h” MM) 


Diese Reihe *) ist convergent, falls « in a Streifen der Construetions- 
*) Dieselbe ergiebt sich durch Coefficientenvergleichung aus der Reihe 


2 (ut) - Zu 
an 5 '= o(> )+et( 47 Welsin „@u+Ao). 


rr o(u)o(v) 


(Vgl. die während des Druckes dieser Abhandlung FE EN en en Herrn 
Kronecker, Zur Theorie der elliptischen Funetionen, Berliner Monatsber. 1881, . 1165.) 
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ebene liegt, der von zwei durch die Punkte 2w und —2w zu der \e 
bindungslinie der Punkte 0 und & gezogenen Parallelen liegt. 

Wählt man daher für 5 eine der Zahlen 0, ] 
man a = , Setzen. 


“r 


n—|l. so «darf 


Entwickelt man die so erhaltene Reihe nach Potenzen 


> 


von h”" = r, so ergiebt sich 


10) n. 
7 m =.eg8 
’T N 
Hier ist 
|-+0° ß 
En = = oder 
2. 1—o“ n 
je nachdem #=0 oder von Null verschieden ist, und falls ı ist. 
= z0’ —-3e 
Ö 


wo 0 die positiven Divisoren von v durehläuft. welche 


’ mod.» sind. 
und & die, welche = —? sind. Die ersten Glieder der Entwieklung von 
n) ’ . ) 

r.; sind also, falls #7=0 und « von Null verschieden ist. 
1 I-+o“ 
- 1—o 
Re 
falls P=5 also gerade 1ST, 
0° 0° { x° 


» . r . It . 
falls 5 eine der Zahlen 1, 2, ... »—1 mit Ausschluss von -, | 


IST 
ji) 
PN\ | B 


u +02’ -— oc" 
IT 


% 


n— 


w— 


/ 
* 


Daher können die Differenzen der »° Grössen r,; nieht identisch verschwinden. 


. v ' N . 
ausser wenn » gerade, und «@, > gleich Null oder , sind. 
Ferner ist 
al rules, ra gI Sa; 


wo fis) und g/s) (von «, 5 unabhängige rationale 


Funetionen von s und 
9 und 9, mit rationalen Zahleneoetfieienten sind. 


ldlenn setzt man 


o(n— Nu 
| — o/a). 
ON (n—1lıh f 
so Ist 
4 tr 
Y f 
“ Ws) =—nen-1)r,;, w —nin—1l,r, 
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Nun ist aber vgl. Kiepert, dieses Journal Bd. 76, 8. 31 

ya = vu’ Galpu)), 
wo e=(0 oder 1 ist, je nachdem » gerade oder ungerade ist, und @(s) eine 
sanze Function von s, 9, 9 18t, und mithin ist 


ı/ Ei IR \ 7] / \\ ns vs f \ 
gu) ev"'(u) ,„ @ipflu)) y"’(u) “RR a 
-—0o(u\ + ), - = (de: +1) ——- (urG (olu)). 
piu, . \y' u)" G(w(u)) / (u) G(y(u)) TyWı\W, (x | ) 
Ist ®,, ein primitiver »ter "Theil einer Periode. so eenügt s,; einer 
ap Den F 
irreduetibeln Gleichung vom Grade 
/ N % 
) i 
m —= 4n TI (1 7) 
s p°. 


wo p die verschiedenen in » aufgehenden Primzahlen durchläuft. In der- 
selben ist der Coetficient der höchsten Potenz 1, und die der übrigen sind 
ganze Funetionen von q und g. Weil nun die Grössen r;, rationale Func- 
tionen der Grössen s,; und ausserdem unter ‘einander verschieden sind, so 


venügen sie ebentalls einer irreduetibeln Gleichung mie Grades, deren 
Coetficienten rationale Funetionen von g, und g, mit rationalen Zahlen- 


a 


.y» . . . . 7 .. # , 
eoeffieienten sind, und es lassen sich auch die Grössen s,,; und —- durch 


die Grössen r,, rational ausdrücken. Aus Gleichung (27.) folgt noch nach 
einem bekannten algebraischen Prineip, dass auch die Coeffieienten der 
Gleichung für r,.. falls man den der höchsten Potenz gleich 1 voraus- 


setzt, ganze Funcetionen von 9 und 9, sind. 


$4. 
Transformation. 
Betrachtet man in der dureh die Formel (6.) definirten Funetion q (a) 


’ 


die Grössen #, ©, ©, «u, « als unabhängige Variabeln, und setzt man 


’ ! ’ ! 

a)=4( uw, ww. u,u,), 9 uU =0 u W, W,, "= W,W), 1 = n(w, ww), 

s ' / / r 

j (0 f] u A - f () } f 107) ! ! ’ 0) ! 
u u) = E M, ED. BE ), o\uU) = O\U, U) \ Y == 7\ . j 7 = 7 u. 2 

n E # : u? / n n 
So ist 
! 4 3 ! (ü) in 
7 Er 7 ww = 1 VW — 7 = « 


n 2 


und daher genügt die durch die erste der beiden Gleichungen 
( 


ı)L I Y ! ' N Y ! 
32. n=nr+G, —, 7 =ny +6 
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definirte Grösse @, auch der andern. Da ferner 


rıdd 


f 2w \ 
lau+ = e SR 
I\w 4 z ) |.“ 
ist, so Ist 
gu +20 — erg a, gu- Im zZ .. 


Betrachtet man also 2», 2w' als die Perioden von q(a), so sind «u, u die 


1 


ihnen entsprechenden Parameter. Unter dieser Voraussetzung ist aber «lie 


Funetion q(«#) nicht mehr von der ersten, sondern von der »'" Ordnung. 
. i ’ 2), w 7 

und wird für die a Werthe «= — ——, wo kein vollständises Restsvstem 

mod.») zu durchlaufen hat, unendlich gross von der ersten Ordnung. Nach 


Formel (10.) ist daher 


an F 2), 
gu) = FC; q(lu- )- 
fi \ HK 
u s > 2a ’ | 
Entwickelt man nach Potenzen von #+ ‚ so ergiebt sich durch Ver- 
n 
. r { u . { i 2a 1 ’ 
gleichung der Coefficienten von («+ ),dssC =e . also 
nt / 
I 4 / Y5 
2,w 
au) = Ve . ( u - \ 
| 4 I\ 7 J 
ist. Ist speciell 
” L9d ' ' FE ») , ” ı . 2 Ben . 
Zun+2uWn =0, 2uw4 2uw = —ne, 
so ist nach (32. 
! 
[Ki . y 
Zun+2—n = —Gv 
u” 
und daher 
2 \ 
R O|\ ni—Uu- 
33 OU! ef "un NY \ un J r 
o(u)o(r, 2 ’ 2, 
no r O\NU)OT U — 
E 7 P 
. ) ’ 92... 
u. ‘ 5 za 2 DW m 
Vermehrt man x um - E und e um —-—, so erhält man 
7 
2(@ +2) w' 
0 (" rt-+ \ ?n 
\ n Ä - Gu0— 
1-/ 2a / 22m’ 
34. / ou \o (v+ ) 
, | m.23 n / 
‚ge o(me+u+W;., 
| = 20 | oe Na Mm 


o(mr)olu+Ww;«, 
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Vergleicht man in den Entwicklungen der beiden Seiten dieser Gleichung 
nach Potenzen von ve die constanten Glieder, so ergiebt sich (vgl. Kiepert, 
dieses Journal Bd. 76, 8. 37). falls ?=0 ist, 


2 >) ! % ' 
6 - r f en U u) 2x y Ai «an En y £ N N ö 
3. l (u 1 N ) (7, U n — - (1 (u+w, — Nie); 


falls aber 5 von Null verschieden ist. 


2 (a+P5)w' 
Ö (a \ ) & to’\ 
. n / ar EN 
36. —-; — = Fo ’’(r(u+w,)—n;.) 
, saw \ / <IdW \ 7 
o\u+r | | 
nn 7, Zu, 


Vergleicht man ferner in den Entwieklungen nach Potenzen von u die 
constanten Glieder, so findet man (bei Ersetzung von e durch # und Ver- 


> 


tauschung von > mit «), falls = ist, 


.) Fi. % n e ( I_ e 
m f ö zaAW@ " „ar ’ en hy Ö nu (W;« . 
31. (u )— @, 0 — = rinu)+F 0 ———— ) u 
n , n f o(nu)o(w;u) ‘ 
falls aber 5 von Null verschieden ist, 
/ , 2(ea+P)w' ) : 
o\u-+ en 2a w 
\ i r : U 1-4 - em io) 
38 n e n ( n ) u Gt o(nu | 9,3) ee; „MU 
® Ip} ' 293 ' — \ am » . 
(..., Zaw\ - (2Pw\ fl o(nu)o(w;;) 
o\ur O\ ) i 
n n 7 


Der Strich bei dem Summenzeichen in Formel (37.) deutet an, dass der 
Werth = 0 auszuschliessen ist. Entwiekelt man diese Gleichungen nach 
Potenzen von a und vergleicht die constanten Glieder, so erhält man, falls 
ce und 3 von Null verschieden sind, 


6 ( 2(a+P)w' \ 


n 4 Ka n n a, —/a vr. —/d 
e = So "r,= or, 
| - (2a w'\ — /2Pw\ = N = = u 
39., ol )o( Ä 
u \ n 4 n 4 
5) ’ a 
u “RW \ .an u ”s 
ı —)— = sp" =Zr,, 
n ) n ge“ . - dd 
oder wenn man > durch —/ ersetzt, 
ss 2(«—P)w" \ I 
)\ n / > © n —— ia, FR n’dy 
0) re" * Erg ze 
o( )o( ) 
in \n. 
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Vergleicht man in jenen Entwicklungen die Coefficienten von a, so findet 


man durch passende Combination der erhaltenen Formeln die Gleichungen 


’ 2(a+P)w' | 
| e\ ) 2 -p n ‘ 
n / / 2 (a -+PB)w' 
2 j m: *+ m (2r( 
fzaw\ 2Bw \ n 


\ 


| | ia! 
(41.) “I n 


‚2a \ 2Bw' 2(a+9A)n'\ 
— r l| \ N ) 
| \nJ nu G N 
\= Fo" (nr.— (n+2)s.) = Fo" (nr;;— (n+2)s 
/ 2(@+B)w' ) 
Ö 2aU 25 4 k , r , . 
\ m \ n / 2 „ („f2aw 2 dw 2(a— P)n’ \ 
ä ‘ ! ‘ . ' e | a T\ ) 
(42.) 2a w'\ - (2Pw'N\ n 7 un n / 
| ee 
un nn, 
= Zoe" (nr. —-(n—2)s.) = —- 20" (ur; — (n—2)s 


(2a W'\ Zan'ı\ 2a’ N 
j RR If) 
(r( \ F ) 39 \ ) 2 


N n N 
= I (nr. —(n+2)s;.) = Fo" (nr (n+2)s,). 
(2a w'\ 2an'\? 2aw'\ , b 
TEL WELLAUERCTEN 
(44.) n / n un 
| = I (nr „— (n—2)s,,) = -Zo"(nru—(n—2)s 
. Pe - (vi (2a wo u) .. 
(45.) M) - 220 "ss, =enZls, —r 
\ Er .%y“ —)— n \ 5; n AX 1 
46 ‚za \ | G m BB: ehe 
aM.) PT, Jr =2.=520 (un 
” e " n n 
(47. 50 8; — 20" 
(2a w'\ ’ n—?2 . 
u; 
n / 
> A. 
(48.) G, = u = ri 
s n—2 ’ 
Der Formel (40.) zufolge verschwindet, wenn man r,,=r, setzt. dii 
ganze Function f(z) = Fu"r,r’ für e=o, aber nicht für 2 = 0", falls ı 
, 
von 1 und OÖ verschieden ist. Ist also gr) = j; 80 haben die Grlei- 
Pr 


chungen f@)=0 und g(z)=(0 nur die Wurzel x o eemeinsam. Der 

grösste gemeinsame T'heiler von f(r) und g(x) ist daher eine ganze Funetion 

ersten Grades c—R (r,. 1, ... r,_,). wo R eine rationale Funetion mit rationalen 
Journal für Mathematik Bd. XCIH. Heft 1. ) 
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Zahleneoefficienten bezeichnet, und mithin ist 


(49) 0 = Riry ty... no). 


n—1 


Die »!en Einheitswurzeln lassen sich demnach als rationale Funetionen der 
» Grössen r, und folglich nach (31.) auch der 2r Grössen s;,, #;, darstellen 
(Sylow, Forhandlinger ete. Christiania, 18571, S. 419: Kronecker, Berliner 
\lonatsber. 1875, S. 501.), und diese Darstellung bleibt möglich, welche 
speeiellen endlichen Werthe die Invarianten 9% g, haben mögen. Setzt man 


1 X vi RE ee E 
l 1 1 Se 
N ", rn, oo Na-1 x / 
= o R,.x s 
N, r, r;  : 
Fa—3 Fa? PR Fa» + 


so Ist 
Br et re a Er 


Dagegen verschwindet nach Formel (42.) die Function 


!. 


(nr, —(n—2)s,)® 


sowohl für e=o wie für e=0o"', aber (specielle Werthe der Invarianten 
ausgeschlossen) nicht für e = 0“, falls « von 1, —1, 0 verschieden ist. Da- 
her lässt sich o+0”' durch die » Grössen s;, rational ausdrücken. 

Aus den für die Transformation entwickelten Formeln kann man 
die in $ 53 für die Multiplieation und Division aufgestellten Formeln von 
neuem herleiten, entweder durch Zusammensetzung zweier supplementären 
Transformationen, oder viel einfacher mittelst der Bemerkung, dass die linke 
Seite der Relation (34.) ungeändert bleibt, wenn man a mit ve und «@ mit 3 
vertauscht. So gelangt man unmittelbar zu der Gleichung 


FE. ) . u ; 
1. Ss g-1B o(m TUTWa) o(nu+0+0;;) 


N . 


en, — Zoo" e— N, zu 


/ auf | : Y f \ RR \ 
o(nn)o(u+w;«) o(nu)o(v-+W}32) 


aus der sieh. indem man @«=0, 1. ... r—1 setzt und die erhaltenen Glei- 
ehungen auflöst, die Formel (20.) ergiebt. Speeiell ist für ve = 


f \ ) f } \ | ’ 
) \ -—— _—— N + 9 +- fr Q . 
=. ISPRRT LA(G, Nut w;«) EN, MM — Zop-ia O (n-+Hi)u4-0;5) EN, znu 
N N N i 
o(u-+t-w;«) o(u+W;3) 


% 


€ 


und für e = —a und Ersetzung von 5 dureh —/ 
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(f \ E_ a | . (f. _ N fe) 
we =, ol(n— M)u— wie) n. nu gr ,la OM 1)u— w;p) u Zuge 
(DK a — U 0 2 \ € a — — 0 / f ‘ " . 
j o(U+ W;.) 0(U-W;3) 


also fürre=/ 


o (n—1)u—w;.) 


(94.) zo 


er; MU 1. (), 
Oo\U-Wju 


Entwickelt man diese Gleiehungen nach Potenzen von u, so erhält man 
von neuem einige der bereits oben und in $3 abgeleiteten Gleichungen. 
speciell die Relationen (Abel, Preeis ete. Introd. 6: Sylow, Forhandlinger ete 
Christiania 1864. S. 68: Kronecker, |]. c. 


(9) So "tr. = So "Tr; 
96.) zo Pr, —0’r,;, 
Br er = 


Die Formeln (56.) ergeben sich aus den Gleichungen (55.). indem man 


’ 


durch —? und auf der rechten Seite 4 durch — ersetzt. Ist 


So’’r,, = d,B also > Y ud VIE 7 PN 
so Ist 
Üup . u ı# Ü_ ee er U.3» 
. . A . . . . ° an ° y7 
Die Anzahl dieser Gleichungen ist, wie eine leichte Abzählung zeigt. 


woe=1 oder 4 ist, je nachdem » ungerade oder gerade ist. Ebenso gross 


0 
oO 


ist daher die Anzahl der Relationen (56.\. verbunden mit den Gleiehunsen 


(DS. r 


a P: dal 
' ’ nt ’ \ 
Die Anzahl der letzteren ist aber er Daher ist die Anzahl der von 
einander unabhängigen Relationen (56.), die nieht mittelst der Gleichungen 
u z n—E 
(98.) aus einander hergeleitet werden können. 


Ersetzt man in den Formeln (56.) ®, ® durch —w', & (und 4 dureh 
—/.), so erhält man 


(59 | u r, = ge @/ 


— (0) as mm = Ö r 
weil r(a,o,o) =r(u,—w',w) ist. Doch sind diese Formeln lineare Com- 


binationen der Gleiehungen (56.), wie man leieht erkennt. indem man 


i« 


aus denselben zunächst durch Auflösung nach einer Grösse r,, die htela- 
tionen (26.) herstellt, aus denen sieh dann die Formeln (59.) unmittelba 
ergeben. 


Du 
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Den hier abgeleiteten Relationen zwischen den elliptischen Functionen 
und der Einheitswurzel o liegt die Voraussetzung zu Grunde, dass die Ordinate 
der Grösse z positiv ist. Ist dieselbe negativ, so ist o überall dureh 0 
zu ersetzen. Für alle nicht reellen Werthe von 7 bleiben also jene Formeln 
gültig, wenn ge statt durch die Gleichung (21.) durch 

4 ww’ —n'w) 
60) e=e 
definirt wird. 


Zürich, Juli 1881. 





ut 


Ueber Integrale zweiter Gattung. 


<_ 


(Von Herrn J. Thomae in Jena). 


\ 
Stellt man nach Riemann die Funetion 
dig(v,,v,,.-. ©, 


dl 


uU] 


ns 


®, — u, (0, =) u 2 U, \ 5.0 . ). 


ul 
durch Integrale zweiter Gattung in der Form dar 


4 


pP & N 
5 t(0,6; s,,3,)+C., 


ii 
sem 


so bleibt, wenn die Anfangswerthe der Integrale £ gegeben sind, noch € 
zu bestimmen, welche Grösse von 8.2, 8.2} ...; 8,2, unabhängig ist. 
aber eine Function von o, { und den Klassenmoduln ist. Sind 


Ss 21,03 52.0 B2Ls .. .. 5, E Sp. 


diejenigen p Werthepaare, für welche 


(u,(0, Co) (0,6), +, %,(0, <)) = (Zu(,, 3,0, ++: Zu(8,53.2)) 


ist, so ergiebt sich für C sofort der Werth 


dd 
‘. 


} 
(Ü — 3 1(0,6; 8,5 3,2); 


ui 

und es ist © durch eine Summe von Integralen zweiter Gattung dargestellt. 
Diese Summe lässt sich jedoch durch speciellere Integrale und durch alge- 
braische Functionen darstellen, was hier geschehen soll. Zuerst soll der 
allgemeine Fall behandelt werden, dann der Fall, in welchem s eine Quadrat- 
wurzel ist, vollständig. Ist s eine dritte Wurzel, so habe ich die Bestimmung 
bereits in zwei Monographieen über dreiwerthige Abelsche Functionen ausge- 
führt. Im allgemeinen Falle bleiben noch gewisse algebraische Schwierig- 
keiten zu überwinden, die sich für p=3 besiegen lassen, worauf ich ein 
andermal zurückkommen will. 
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$1. 
Bezeichnung. 
Die Riemannsche Fläche T sei wie die algebraische Function s ver- 
zweigt, welche durch die Gleichung 


F(s, 3) = F(s, 3) = a,s"+na, s"""+!In(n—1) as" +: +a,= 0 


vom Grade » in s, vom Grade m in z und vom Geschlecht p gegeben ist. 
Die Grössen (8, 2), %(8, 3), ..., %,(8,3) seien in der canonisch durch 
(Querschnitte a, db; a,b; ...; a,, b, auf einfachen Zusammenhang gebrachten 
Fläche T’ solehe überall endliche Integrale, und haben solche Anfangs- 
werthe, wie sie nach Riemann in die $-Funetionen zur Lösung des Umkehr- 
problems eingesetzt werden. Die Bezeichnung „eine Function g* und 
„durch eine Funetion g verknüpfte Werthepaare oder Punkte“ werde in 
Riemanns Sinne genommen, und es werde 

du,(s, 2) 


dz 


AR - 
= 9,(8, 3): __ 
gesetzt, wodurch 9, bestimmt ist. Diejenigen Funetionen Y, die, von den 
sich aufhebenden Verzweigungspunkten abgesehen, in »—1 Punkten doppelt 
verschwinden, die Quadrate der Abelschen Functionen im engeren Sinne, 
sollen mit ab (s, 2), ab, (s, 2), ab,(s, 3), ... bezeichnet werden, und zwar sollen 
die Doppelnullpunkte von ab(s,z) &, &”, ..., eV, die von ab,(s, 2) &). 
&, ..., eV sein. Der Function Yab(s, 3) eine Charakteristik zuzuschreiben, 
ist im Grunde nicht eorreet, doch soll der Kürze halber hier die Charak- 
teristik des Systems 


yp-l v=p—l v) v=p—l o) 
2 / N + / ) a u v)\ 
( = (Er), 3 (le)... 3 le )) 


vi y-i 


die Charakteristik von Yab(s, z) genannt werden. F,(s,z3) soll der nach 
‚ F;(s, 3) der nach z, F,, der zweimal nach s, F,, der nach s und z genommene 
partielle Differentialquotient von F sein. Fällt der Punkt (s,z) auf einen 
einfachen Verzweigungspunkt, in welchem 3=k, s= s, ist, so soll derselbe 
nicht immer durch s, A, sondern kurz durch k gegeben werden, so dass 
z.B. u(h) = u(s,, k) und s, derjenige Werth von s ist, der zum Verzweigungs- 
punkt %# gehört, während die noch übrigen über % liegenden Punkte mit 
(1) 


ss’, sl ’,...,5s{”” markirt werden. Die zu einem bestimmten Werthe von z, 


bez. die zu einem bestimmten Werthe von s gehörenden Paare seien: 
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. 1) . “ 7 . (n—1) -. 
5, 3; gs‘ ’ 35 $ , 2; u. we —=o $ , AI m 


re Ge 0 A © sr), 

Das Integral zweiter Gattung £(0,{; s,z) wird als Function von s 
und z im Punkte o, € wie 1:({—z) unendlich gross und besitzt an den 
Querschnitten a,, @, ..., a, den Periodieitätsmodul Null, wodurch es bis 
auf eine additive Constante bestimmt ist. Lässt man o, T auf einen Ver- 
zweigungspunkt k fallen, so wird, wie man sehen wird, f(0,T; s, 3) iden- 


tisch unendlich, und hat daher keinen Sinn. Multiplieirt man aber erst mit 
F,(0,{) und setzt dann k für o,{, so erhält man ein eanonisches Integral 


zweiter Gattung, welches im Punkt %k unendlich gross erster Ordnung wird. 
und es mag 
lim F\, (0, C)t(o, + S, 3) _ (is, 3), lim F\ (0, C) (0, 6 9,2) = [,(8, 2 
0,[- k 0,6 kn 
gesetzt werden. 
Für ein System von p Grössen ®,, ®, ... ®, soll kürzer ((v)) »e- 


schrieben werden, so dass z. B. 


I (u (s, 3))) — (u, (s, 2), %(8, 2), ».., 9,(8, z)) 


Be.) 


wird. Das Summenzeichen X wird nieht mit einer Marke versehen. wenn 


und ähnlich 


« hinter demselben vorkommt, welcher Buchstabe dann Summationsbuchstabe 


ist und die Werthe 1, 2, ... p annimmt, so dass z.B. Fer, =e,-+0+ +, ist. 
$2. 


Anwendung des Abelschen Satzes. 
Wir haben hier mehrfach Gelegenheit den Abelschen Satz sowohl 
auf Integrale zweiter Gattung als auch auf algebraische Functionen anzu- 
wenden. Zuerst fragen wir, welchen Werth die Summe annimmt 


die über 2»—2 Werthepaare s,3 zu erstreeken ist, die dureh die Gleiehung 
p=( mit einander verknüpft sind, wobei also die sich aufhebenden Ver- 
zweigungspunkte nicht zu den Nullpunkten von g gezählt werden. DE 


sei g"’:p der Quotient zweier Funetionen y, und I bedeute eine Summe 
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über 2p—2 Werthepaare s, , für welche jener Quotient einen bestimmten 
Werth annimmt. Alsdann ist nach dem Abelschen Satze 

Sun) = MED); 

ds ya) ls 2) : 
worin C von dem Werthe von g"):g®, oder von s, 3 (wenn der Quotient 
durch ein solehes Werthepaar bestimmt ist) unabhängig ist. Setzen wir 
jenen Quotienten einmal der Null, ein andermal Unendlich gleich, und bilden 
die Differenz, so folgt 
1) Z40,& ,9)- 5 Ha,t; ,:) = Er (a9 _ dpa d 
u 2 d£ dS 

Ist also p eine beliebige Funetion Y, 9“ eine bestimmte fest und möglichst 
einfach zu wählende (z. B. wenn keine sich aufhebenden Verzweigungs- 
punkte, oder nur unendlich ferne vorhanden sind, „© = const.) Function 
p, so Ist 


dlgp(o, {) 


7 dlggp) o,c 
de + 5 t(0,{; s,2)— Er S), 


„o- d£ 


l 


(2.) 5110, ei; 8,3) 
Y 0 


Diese Congruenz erhält eine bemerkenswerthe Vereinfachung, wenn man 
sie mit F,(o, {) multiplieirt, und dann o, T auf einen einfachen Verzweigungs- 
punkt % fallen lässt. Da nämlich im Allgemeinen y(k) und (A) nicht 
Null ist, so werden 

dlgy4(e,d) 


: E; u j dle ©) o, “ 
lım F, ‚0, 5) E- i lım F\ (0, C) - r ( G) 
ds dl 


_ 


Null, wenn 0,{ auf % fällt, und es ergiebt sich also 


(3.)  3tls,2) = $t(s,2), 


% yU) 0 


oder es gilt für diese Integrale derselbe Satz, der für die Integrale erster 
Gattung gilt, dass die Summe ihrer Werthe für 2p—2 durch eine Gleichung 
p=-0 verknüpfte Werthepaare von den in g enthaltenen Constanten unab- 
hängig ist, und nur von den Anfangswerthen der Integrale abhängt. In 
den speeiellen Fällen, in welchen g°:g“ gleich z oder gleich s ist, 
hat man 


" . y l a Pag 2 ic / gr n—1 
t(0,6; s,2)+8(0,6; s’,2)-+1(0, 0; s®,2)+-+t(0,C; s" 2) 


Pia ER vi ui “. (n—1) 
ar +1(0,5; 8,,®)+t(o,6; sL’, x) -+ +t(0,6; s{""), oo), 


_ 


N gr 


I(0, C; 5,2) +0,65; 8,3) +-.-+L(0,L; s, 2") 


dle(0o — s) 4 


ee. n = 10, n mail) ar a A e (m —1)\ 
de -K0,6; 0,3, )+1(0,6;5 ©,3,’)+'+1(0,6; 9,2"), 
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Kin anderer Specialfall ist der, in welehem für y Quadrate Abelscher 
Funetionen eintreten. Alsdann ist 


vop-1 | dlgab,(o,£) dig ab,(o,£ 


4) 3 (kio,&; 2) — 0,6; ed) =4 » 


- 5) Be % 
vi so AR dl . dL . 


> 
worin ((7*)) ein System ganzer gleichzeitiger Periodieitätsmoduln des 
Integrales £(o, {; s, 3) Ist. Diese Gleichung kann auch mit Hilfe der 
$-Funetionen erwiesen werden. Denn es lässt sieh der in ab,(s.z) noeh 


willkürliche eonstante Faetor so einriehten. dass 


v Y 1 
N m ” (v)\ 
s((u(o, — u(s,2)— 3 u(e )) 
\ 5) > ) wu u ) Br ab, (s.2)ab o.L 
eu Id VE 


v 


ir 
\ u \ (v)\ \ 
u ((v(o; O)—u(s, :) > | u(E ))) 


ab,.(s, z)ab,.(0,£ 


ist, woraus dureh logarithmische Differentiation nacıı I folgt 


/ %. / 12 R “ 
 digab,(o.S, dlgab,.(0,£) un (Hu(o, S 


2 d£ . dl r oL 


I 


v=p—1 er o 
P) (t(0, 5; &0’)— (0,5; &’)) 
( 


’ 
was mit der obigen Gleichung übereinstimmt. 
Weiter fragen wir nach dem Werthe, welchen die Summe 


u ay P. > nn 5 7 lt» 4 
> 1(0,6; 5,2) = 21(0,5; 8,0% 34.) 


Vw=0 
annimmt, wenn sie über die p Werthepaare erstreekt wird, in welehen die 
Function 


Yu o= 3 (u(o, Ö)- u(s,.2))) . 
w(0.,C: Ss. 2%) x zz 
EEE 3 ((u(o, &)— u(s, 2)--w 


J 


verschwindet. worin 


((w)) = (3 2h,a,+t4%giin, 3 <h,a, +4 in,..,42a,h,- \q,in) 


pu id 
ein System halber Periodieitätsmoduln mit ungerader Charakteristik bedeutet. 
welche mit der Charakteristik der Funetion Yab(s, z) übereinstimmen map. 
Oftenbar ist 


((u(0, 5))) (Zu(s,s 2u.2)). 
Eine solche Charakteristik lässt sich immer in zwei andere ungerade 
Charakteristiken zerlegen; wir nehmen an, dass es die Charakteristiken der 
Funetionen Yab,(s, 2), Vab,(s,3) seien. Dann lässt sieh Yw in der Form 
darstellen 


mr / De / \ (» x 
(D.) Iw(0,5; s,2) = f(0,6;5 8,3): (S—3)ab(s, 3)l ab, (s, 3)Vab,(s, 2), 


a 


- 


worin f(0,{; s,2) eine in 7’ einwerthige Function ist, welehe in den 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 1. 10 
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sich aufhebenden Verzweigungspunkten 

0", und in den 35—3 Punkten &, 
&’” einfach verschwindet. Die übrigen p Punkte, 


doppelt, in den Punkten o',Z, 
Eau. A 


, 3,5 und 


> Pr 
0 „29 
P,69 


er IE 
in denen f noch verschwindet, sind die Punkte s,, 21:5 -+-} 8 
sind durch unsere Festsetzungen im Allgemeinen völlig bestimmt. 


as Zeichen F bezeichne für den Augenblick eine Summe über 


die 2»—1 Werthepaare, für welche 
f(0,&; s,2) :(&—z)ab(s, z)ab,(s,2) = 7 
einen bestimmten Werth annimmt. Nach dem Abelschen Satze ist dann 


>t(0,{; s,z) eine ganze lineare Funetion von 7, und man findet leicht die 


Gleichung 
=, (0,£; s,z)ab(0,{)ab (o,£ 
=1(0,6; s,2) . (0,5 — ur ‚S)ab, (0, 6) +M, 
(&—z)f(0,{; 0,S)ab(s,z)ab, (s, 3) 
worin MH von s,z unabhängig ist. Setzen wir 
RR (0,6: s,2) l ab (0,£ ” 
lim t(0,£; 8,5)— K - - ab(o, SJab, ZA = N(0,G), 
“ | f(0,°; 0,&) ab(s,z)ab (s,2) \ 


(s,2) (0,1 
so ergiebt die obige Summe für s, z= 0,[, oder was dasselbe ist, für 7 = x 


v g At “- R 1» ’ + 9 
M= 5 (t(0,5; e®”)+t(0,6; &”’))+N(o,C); 
23 
lassen wir aber » verschwinden, s,z auf einen der Punkte s,;, 2,; fallen, 
so folgt | 
ni & vV- p—1 - - 
=t(o, >: $u,0 3 u.:) + Z& (0, u, ey”) = M 
vn vi 
und durch Subtraetion beider Gleichungen: 
« N r “. ale p—! / 9 „as 2 n ‘n } 
=1(0,6; 8,5 3.0) = N(0,S)+ nn t(0,S; eO’)+t(o, S; ei ’)—L(o, S; &))! 
» > 
(b.) 
\ . \ .. “ : 
E z dleab (o,&) dleab,(o,£ a 
N (0,5) +4 — ( Z —_ 1 _ ( >) +4127U9+ 5 t(0,C6; €”). 
i ee AR dc ” dc FR v—1 hi 
3 


Darstellung der Integrale zweiter Gattung. 

Um die Grösse N(0,{), die durch Grenzübergang zu gewinnen ist, 

näher zu bestimmen, müssen wir zur Darstellung von £(0,{; s,z) eine 
Am nächsten 


Form wählen, in der dieser Uebergang leicht auszuführen ist. 
oO o 
liegt es wohl, zu diesem Grenzübergange die Gleichung zu benutzen: 
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6077 (1) » (n 1) “. 1 1 
(0,6; 8,3) +", L; 5,3)+. +", L; 8,3) = —— +— 


0 


in der s.2, ein Werth ist, für welehen /(0,{; s, 3) Null wird, der also die 
untere Grenze des Integrales £ sein wird, wenn diese Grenze von 0,{ un- 
abhängig angenommen wird. Die Richtigkeit dieser Congruenz ergiebt sich 
daraus, dass die Differenz von Rechts und Links überall endlieh ist. und 
über die Querschnitte a hinweg sich stetig ändert. 

Es scheint jedoch vorzuziehen, für das Integral eine Form zu wählen, 
die den Grenzübergang unmittelbar gestattet, etwa die Form, welehe ich 
B. 66 dieses Journals auf Seite 94 angewendet habe, wobei der Einfachheit 
wegen hier angenommen werden soll, dass die sich nicht aufhebenden 
Verzweigungspunkte sämmtlich einfache seien. Wir setzen also 


P F(o,L) / y ou,(s,2) xX(0,%; k) x(0,6; 5,2) \ h 
(4 ) t(0, - S, 3) = ( -, . (2 7] ‚» ' r + “ = Ba ) 1 ( ONST., 
x(0,%5 0,5) \() OR S—h)p,(k) G—2)F, (8, 2) 


wo v beliebig ist, und die Summe über alle im Endlichen liegenden, sich 
nicht aufhebenden Verzweigungspunkte zu erstreeken ist. Die Funetion y 
aber ist eine leicht zu construirende, in s und 3 ganze Function, vom 
Grade m in z, vom Grade »—2 in s, die aber ausserdem noch ein Glied 


C.a,s" ' enthalten darf, so dass für unendlich grosse z oder s der Quotient 


En 


+°—-z)F, endlich bleibt. Ferner muss % in den sich aufhebenden Ver- 


zweigungspunkten und in den über T liegenden »—1 Punkten o",Z. 
o9,&; ...; 0°», verschwinden. Die so definirte Function enthält im All 


semeinen mehrere willkürliche Constanten. Setzt man in (7.) noch Uonst. — 0, 
so ergiebt sich in dieser Form 


\N(o C\ vr. F, (0, C) y ou, (0, &) x(0; &; l ] & 2 
8 Rn 100,8; Ö, 6) m ok (S— k)gy, hi ’ 2% 
( a . vwr/ \ w % \ ” .- 
Lo ri iimi x(0.5; 8,%) F (0,6) f(0,&; s, 2) ab(o,s)ab, (0, £); 
e at (— s)F (s,2) X(0,6; 0,£) s—-z)f(0,%; 0,Ö)ab(s, ) ab, (s, z)\ 


Verstehen wir unter z, f', ab’, ab, bez. die nach z genommenen totalen 


Ditferentialquotienten der Funetionen z, f, ab, ab,, so erhalten wir dureh 
Entwiekelung nach Potenzen von 3—[L, 


f EEE f'(0,£; 0,{£) 1(0,5; 0,{) ab'(0,S) ab (o.L{ dlzF (o,£ 
g \ u ME 1(0,&; 0,£) ab(o, £) ab (0,£) d£ 
et “ u en m R E u 5 
( digF (0,9) _ F,(0,ö)F,(0,ö&)—- F,(0,{)F,,(o, £) 
dd F (0,£).F (0,£) 


Dies in die Congruenz (6.) des $ 2 eingesetzt, führt zu dem Kesultat: 


10 * 
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kn | F (o,£ ‚ou,(o,&) (0,6; k 
ı<t(o, ns $,, y 2 u E — ‚( 5) “. ‚( - -) A Z ) x 
| a Ri 109,5; 95) W ok (S—k)@p,(k) 
10.) * + (0,5 0,9) (5 6 d) Kg san _4gF, (0, &) 
f,6;0,) uGod) 7° N d£ 
Ur ä 2. N _ ab'(0,6) , ab,(0,f) , ab,(o, &). 
wir he ab(0,£) * ab, (od) *° ab,(o,6) 


Darin könnte noch 


j PER 
g0 )\ Br ab (0, 6) 


=t(0,[£; 
(0O,. - 
P- ° ab(0,L) 


b) 


dureh 
i . dleg)(o,& 
ı 23 t(0,6; 8,,3)—} — ae. >) +3 27, 
y) () ” dl F 


ersetzt werden. v aber in «, ist willkürlich. 
Multiplieiren wir £(0,{: s,3) mit F,(0,{) und setzen k für o,{, so 
erhalten wir 


X (k) X (k) oO U, (s, %) 


t(s, z) = 
4, (k) oh 


+lonst., 
worin 
X (k) = lim F, (0, S):YC—k, limS = k 


ist. Dieser Grenzwerth lässt sieh vollständig ausdrücken. Es ist nämlich 


ME 2: 1 « Bun i ” ai 
A (k) = lim ( x 2lim (F. (0,5) + F\ı.(0, S) -)} C—k 
\ C—k I’ = . / dc Ss 
: 2lim (F.(o, &) Fı(o, S)—F,1(o, &) Fı(o, S))YS—k:F,(0,d) = —2F,,(k)F(k):X KR, 
11. A(k)A(k) = —2Fı(k)F,(k), 
woraus folgt: 
19, PET REINE 2F,,(k)F,(k) ou,(s,2) 

mE, ud g,(k) ok 
Fi 7, In 


Schreibt man zur Abkürzung ® für ulk)—Iu(s,,2,), so ist 
, olg&I((v) ER er 
> . ‘ ) Pu \ I; S1 $ us Pr + ( 'onst.. 
od, Ä 4 ’ ) 
woraus man dureh Vergleichung der beiderseitigen Periodieitätsmoduln die 
von mir im Wesentlichen schon Bd. 66 Seite 94 dieses Journals 
(3.) gegebene Relation erhält 


unter 


04, u a ., (k)pu(lk) 
en. F,(k)F,, (k) 


Wendet man den Abelschen Satz auf die oben definirte Funetion %:({—z) F,(s,2 
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an, indem man die Summe ihrer Werthe an solchen Stellen bildet, für welche 
Bf \ (I) /a c 


5(8,3)=Yy(8, 3): ’(8,3)=8$ 


einen bestimmten Werth annimmt, so folgt 


u 1(0,6; s, 2) i 1(0,6; 0,6) dig&(o,d)- E, iu 1(0,&; k) & (k) ww, 
S(CHAF@) K(d Ed O TSCHrW Kad-Et © 


[2 


worin S$, für 
mal =» und bildet die Differenz, so erhält man die Beziehung 


5:00 gesetzt ist. Nimmt man darin einmal <=, ein ander- 


+ 1(0, C; S, z) y' x(0, 6; 5, 3) 
Be “ vr v 0 n — \“ v Er 
y u(&—3)F, (s, 2) y) y\8 :)F (s, S ) 
x00,%;0,&)/dley)lo,d) dlgylo,d) +8 4(0, ©; k) (ar (k) olgyek 
F (0, &) d£ d£ 7m (S-MF,,(k) Os os /' 
. Oleg (k) „. oOleol(s, 2) ä ' 
worin ey) für r 7, (s, 2) = (k) geschrieben ist. 
Os IS 


$ 4. 
tesultat. 
Nach unseren Festsetzungen ist 


dlg#((u(o, )—-Lu(su 2u.:)) 


— (), 
d£ 
Daraus folgt, dass 
dle3 ((u(o, S)—Lu(su, 2u))) wie, E 
de = <t(0,5; 8,,3,)-<1(0,6; 8,7 3,:) 
. 
F (o,C ou,(0,£ 100,0; K' 
_ Mn B | _» yo v\ m, I), - 6 
<t 0, > Sus 9 Ba BR Br 5 p & “ Ri ’ı 
13 A\O, 5 0,6) (%) ok (S—k)y,(k) 
oO. ) 
a" / P . 2 jr . “ or N f P nr P 
4 14 (6, „ms OÖ, - BR l (0, =» Ö, >, ke die ! N (0, >) _ al! Eu. - 
1(0,6; 0,6) f(0,5; 0,6) d£  ab(o0,C 
NG pP 1 ä J ( in hf = 177 
— u 4oc: Hr ab.(0,5) , , ab,(o, 6, 270 
en . 9 l > re Ce > ’ [ De u 
o—1 ab (0,.[ ab,(0, &) 2 


sei, wobei £(0,°: s,,z,) in der Form (7.) des $3 gedacht ist. und die 
dortige Uonstante gleich Null genommen ist. Die in ©u,: 0% enthaltene 
Constante wird durch den Anfangswerth von x, gegeben gedacht. Schwierig- ® 
keiten und zwar algebraische macht hier nur noch die Construction der 
Funetion f(o,{; s, 2). Dieselbe lässt sich noch dureh Anwendung von Fune- 


tionen Yab,.ab,, Vab,.ab,, ... Vab,.ab,, wenn diese dieselbe Charakteristik 


wie Yab haben, von dem Faetor Yab,.ab, befreien, und es lässt sich so das 
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erhaltene Resultat vereinfachen, was ich ein andermal für p=3 durch- 
zuführen gedenke. 


Zweiblättrige Flächen. 

Der Fall zweiblättriger Flächen gewährt Erleichterungen, welche 
es nützlich erscheinen lassen, nicht auf die schon gefundenen Formeln 
zurückzugehen, sondern die Untersuchung selbständig durchzuführen. 

Es sei 

F(s,2)=ss-o(2)=0, 
o(3) = (»—A)(3—k,)(3—kz)...(—kyr2), 
0, (2) = (2 —kı)(3—k;)...(3—Anyrı), &(2)= (3 —M)(3—k,)...(2—k,,;2) 


ptr2/) 
lo(z) do, (z) do, (2) 
4; ee — F = En (z\ — aM 


% 


und es werde für die Fläche 7 diejenige hteduetion durch Querschnitte 
auf die einfach zusammenhängende T’ angenommen, welche ich Bd. 71 
dieses Journals auf Seite 204 beschrieben habe. Unter den möglichen 
Darstellungen des Integrales zweiter Gattung dürfte die folgende die 
einfachste sein: 

o+s 1) lu,(s,2)—U,) 

2(6--2)s ur f72 k)gp,(k) oh) 

worin die Summe über sämmtliche Verzweigungspunkte auszudehnen ist, 
und U, zur Abkürzung für a, (k,,,.) geschrieben ist. 


Lo 


„6; 8,3) = 


Aus der evidenten Congruenz 


“» “ fr Cs . 1 
E\0, os 5, 3) +t Ö, or = 2, RE En 
folgt 
. f 1 
210, _. k “ Ze 
C—k 
Nimmt man an, dass 
s i. 1 1 ’ < 1 
ko: u.) — also tla,L; K.,)=— - 
—. en G—koy+2 ie Te RER C—hop+ı 


sei, so sind die Systeme halber Periodieitätsmoduln, um die sich £(0,{; k) 
in T’ von 4:({—k) unterscheidet, in gleicher Weise zu bestimmen, wie die 
für die Integrale erster Gattung in der Tafel Bd. 71 dieses Journals Seite 206 
bestimmt sind, wobei für a,, die Grösse 2du, (0, {):d{, für ir überall Null 
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eintritt. Die Funetion Yıy lässt sich hier erheblich einfacher darstellen, 
als es im Allgemeinen der Fall ist. Aus der oben angezogenen Tafel 
folgt nämlich 


((Zu(k,)—u(k,,2))) = ((0)), (( B> « (k, ))=( (u(kanr2)— u(h,,))), 


woraus sich ergiebt, dass die Finelion 


0 1 


<h u (82) f \ ge\ DD n 
eT u”, + \u($; 2)—u(0,0)—2 5 u (ko,) )) 
[# 1 


Bu z)—u(0, Bu 2 5 u(k,,) ))) 


> 


eu) Fr u(8, 2)— (6, c))) 
= 0 - us a — Uonst. 
+ (( u(s, 2)—u(o, S)— = ach “ )) 


[ef 
” 


dieselbe Charakteristik hat wie die Funetion 


<h, 4uß> 2) 5% r 
3 ((u6s, )— 3 u(0,,&,)— Ulky+2) hr, 


RS, u - —< — Vonst. = ka, 
+((u6,9-"& ul, 2)-u(k3))) Em 
und hieraus fliesst die einfachere Darstellung von w: 
F —kan ı9 50, (ro, (z) 
Yvw = Vonst. 2 en 
E pe 3— ko, (@ — I) u, ” - k,) ...(3—ka, .  )(% - kan-+2 ) 


Die Nulipunkte s,-, z,; Stimmen ne mit a0 Nullpunkten der Funetion 


di 


s 0 
== % 5,% R 


"Fr > Zu \ 
0,(2) 0, (5) 


den Punkt s, z2= —0,T ausgenommen. Nach dem Abelschen Satze ist die 


über die Werthepaare s, z erstreckte Summe, für welche 7 (s, 3) =r ist, 
_ «(0,([) 
0,6; 8,8  — Wo; 
& Kur Tt(0,L ri ’ 
und also für =x 
P s “» y : } 1 1 
5 tlo,C; h)=tz=el 3 —, 
ga! ü = 1 C—k, 


und für = 0 


(7’ ) “. .q 0 is | ...) 
je \ .- — {4 “- 
Wr DR y d£ 
y j2 ‘» \ N S 1 ? 1 „ Dr “» 
10, >73 Sucs Zu.) =4 = Pi . I, 0,5 0,6) 
0 nn 
25 1 _. oO o(u,(0,{) - U), 
(k) $” h (k) 5 k ok.p, (k) 
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Somit gewinnt man die Gleichung 


dlgI((u(o, )—Lu(s., 2.))) 





14 \ dd 
( 3 \ r \ * 
a re I o olu,(0,ö)—U,) 1 
= Eu6,l;e,3)+ X; eh 
>29 Yuy u) j GET? p, (k)Ak u C—k) 
Multiplieirt man mit 20, setzt (A) für (0,{) und e, für u, (k)—- Fu, (s,, 3.) 


so fliesst daraus die Beziehung 
oleu#((v)) 


OU. 


20'(k) (Cu, (Sau) U, _ lu Ck)]—U,) 
g,(k) UT ok ok \’ 
worin die Klammern [] bedeuten, dass der vollendete Werth zu integriren 
ist. Die Formel (15.) habe ich in etwas modifieirter Bezeichnung schon Bd. 71 


‚dieses Journals auf Seite 213 gegeben. 


(15.) >> 


p,\k) = 


Jena. Deeember 1881. 
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Ueber das Strahlensystem zweiter Classe sechster 
Ordnung von der ersten Art. 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


Die algebraischen Strahlensysteme zweiter Ordnung ohne Brenn- 
curven wurden bereits in einer früheren Arbeit *) der synthetischen Geo- 
metrie zugänglich gemacht und mit deren Hülfsmitteln eingehend unter- 
sucht; nur die erste Art der Strahlensysteme zweiter Ordnung sechster Classe 
blieb noch ausgeschlossen. Wir wollen nun jene - Untersuchung vervoll- 
ständigen, indem wir zeigen, dass dieses noch übrige Strahlensystem zwei- 
ter Ordnung nebst denjenigen fünfter, vierter, dritter und zweiter Ulasse 
durch zwei eollineare Flächen zweiter Classe erzeugt werden kann, und 
sodann aus dieser Erzeugungsart die durch Herrn Kummer **) 


sowie andere neue Eigenschaften des Systemes ableiten. 


bekannten 
Zu den letzteren 
gehört die für dieses System erster Art charakteristische, dass die sechs in 
einer Ebene liegenden Strahlen desselben allemal einen Kegelschnitt be- 
rühren, und dass das System in einem tetraedralen Strahleneomplexe zwei- 
ten Grades enthalten ist. Der Anschaulichkeit wegen betrachten wir analog 
wie in der erwäinten Arbeit nicht das Strahlensystem selbst, sondern das 
zu ihm reeiproke, von welchem bekanntlich ***) das System der Normalen 
eines Ellipsoides einen merkwürdigen Speeialfall bildet. 

1. Zwei eollineare Räume I, I, erzeugen, wie anderswo F) nach- 
gewiesen ist, einen tetraedralen Strahleneomplex zweiten Grades. Derselbe 
besteht aus den Verbindungslinien homologer Punkte der Räume und zugleich 


aus allen Strahlen des einen Kaumes, welche die ihnen entsprechenden 


*) Dieses Journal Bd. 86, 8. 84. 


**) Kummer, algebraische Strahlensysteme (Abhandlungen d. Berl. Akad. 1866) 
$ 11, 8. 94—102. 


###) Kummer a. a. 0. S. 101. 
) Reye, Geometrie der Lage, 2. Abth., Vortrag 18 der zweiten Auflage. 
Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 1. 11 
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Strahlen des anderen schneiden. Die entsprechend gemeinschaftlichen Ele- 
mente der eollinearen Räume sind die Flächen, Kanten und Eckpunkte eines 
reellen oder imaginären Tetraeders; alle durch einen beliebigen Punkt 
sehenden Strahlen des Complexes aber bilden eine diesem „Haupttetraeder“ 
umschriebene Kegelfläche zweiter Ordnung. Ein Complexkegel, dessen 
Mittelpunkt in einer T'etraederfläche liegt, zerfällt in diese „Hauptebene“ 
und eine durch den gegenüberliegenden Eekpunkt (Hauptpunkt) gehende 
Ebene. Die vier Hauptebenen werden von je zwei Complexstrahlen in 
projeetiven Punktreihen geschnitten; die vier Hauptpunkte werden aus den 
Complexstrahlen durch projeetive Ebenenbüschel projieirt. 

2. Es giebt unendlich viele zu >, collineare häume &, welche 
dureh ihre homologen Punkte sowohl mit einander als auch mit &, und 38, 
den tetraedralen Complex erzeugen. In denselben entsprechen einem be- 
liebigen Punkte von &, die Punkte eines Complexstrahles *), folglich einer 
beliebigen Geraden von F&, die Strahlen einer Regelschaar, deren Leitschaar 
dem Complexe angehört, und zwei beliebigen Punkten (oder Geraden) die 
Klemente von zwei projeetiven Punktreihen (resp. Iegelschaaren). Einer 
beliebigen Fläche zweiter Ordnung F/ des Raumes >&, entspricht in 3; 
sowie in jedem der häume > eine zu ihr collineare Fläche F} resp. F°; 
umgekehrt können zwei collineare Flächen zweiter Ordnung allemal als 
homologe Flächen collinearer Räume aufgefasst werden, deren collineare 
Beziehung durch diejenige der beiden Flächen völlig bestimmt ist. — Die 
zerfallenden tetraedralen Complexe schliessen wir im Folgenden aus. 

3. Zwei collineare Flächen zweiter Ordnung F/ und F} erzeugen 
mittelst ihrer homologen Punkte ein Strahlensystem [a], welches in einem 
tetraedralen Complexe enthalten ist und auf doppelt unendlich viele Arten 
durch zwei collineare F? erzeugt werden kann (2.). Dasselbe ist von der 
zweiten Ulasse. Denn die Schnittlinie & & von zwei homologen Ebenen &, 
und &, der eollinearen Räume >&, und 38, hat mit F} im Allgemeinen und 
höchstens zwei Punkte P,, Q, gemein, und die beliebige Ebene & enthält 
vom Systeme [a] nur die beiden Strahlen, welche diese Punkte mit den 
ihnen entsprechenden Punkten von F, verbinden. Wenn &,% eine Tangente 
von F/ ist, so fallen die Punkte P,, Q, und damit auch die beiden in & 


*) Reye a. a. 0. Seite 144; vgl. die Arbeit über collineare Grundgebilde in diesem 
Journal Bd. 74 S. 15 (1871). 
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liegenden Strahlen des Systemes zusammen: alsdann ist & eine Berührungs- 
ebene der „Brennfläche“ von [a]. Nun beschreibt aber, wenn & sieh um 
irgend eine Axe dreht, die Gerade &,& eine Regelschaar, und von dieser 
berühren im Allgemeinen und höchstens vier Strahlen *) die Fläche F}. 
Die Brennfläche &* des Strahlensystemes [a] ist demnach von der vierten 
Ulasse. 

4. Eine Gerade g, von 3, gehört nur dann zu dem Strahlensystem 
[a], wenn sie von der entsprechenden Geraden g, des Raumes &, in einem 
Punkte der Fläche F# geschnitten wird. Wenn nun g, einen Complexkegel 
S, beschreibt, so beschreibt auch g einen Complexkegel S,, welcher mit 
dem ersteren den Strahl S,S, gemein hat (1.); der Punkt 9,9; beschreibt 
folglich eine Kaumeurve dritter Ordnung, und weil diese mit F} im Allge- 
meinen sechs Punkte gemein hat, so ergiebt sich: Das Strahlensystem [a] 
ist von der sechsten Ordnung: die sechs dureh einen Punkt S, gehenden 
Strahlen desselben liegen in einer Kegellläche zweiter Ordnung, welche dem 
tetraedralen Complex angehört und dessen Haupttetraeder umschrieben ist. 

5. Das Strahlensystem [a] zweiter Classe sechster Ordnung ist von 
der ersten Art, weil es die sechs Kanten des Haupttetraeders zu Doppel- 
strahlen hat. Da nämlich jede dieser Kanten in den collinearen Räumen 
sich selbst entspricht, so verbindet sie die beiden Punkte, welche sie mit 
F, gemein hat, mit den entsprechenden zwei Punkten von F}. Das Strahlen- 
system ist das allgemeinste dieser Art, weil es ebenso wie das von Herrn 
Kummer entdeckte reeiproke System **) von 22 willkürlichen Parametern 
abhängt. Freilich sind die beiden erzeugenden F° erst durch 18 und ihre 
collineare Beziehung durch weitere 6 Parameter bestimmt; dennoch aber 
giebt es nicht 24-fach, sondern nur 22-fach unendlich viele derartige Strahlen- 
systeme, weil jedes derselben durch zweifach unendlich viele Paare col- 
linearer F* erzeugt wird (3.). — Die vier Flächen « des Haupttetraeders 


*) Construirt man nämlich von jedem Punkte P der Axe die Polarebene bezüg- 
lich F?, so liegt deren Schnittpunkt mit dem durch P gehenden Strahle der Regel- 
schaar auf einer Raumeurve dritter Ordnung, welche mit F? im Allgemeinen sechs 
Punkte gemein hat. Zwei dieser Punkte liegen auf der Axe selbst; in den vier übri- 
gen wird F? von Strahlen der Regelschaar berührt. 

*#*) Die Kummerschen Gleichungen (23.) und (24.) dieses Systemes (a. a. 0. 5.99) 
enthalten dreizehn Constanten, welche sich wegen ö+0,-+d, = U) auf zwölf redueiren; 
von diesen aber können zwei, etwa ö, und x, durch Division beseitigt oder auch gleich 
Eins gesetzt werden. Zu den zehn übrigen kommen noch die zwölf Coordinaten der 
vier Hauptpunkte (der ersten vier Knotenpunkte). 


ER” 
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ebenen“ desselben heissen; jede von ihnen enthält einen Strahlenbüschel 
vierter Ordnung von [a]. 


sind singuläre Ebenen des Strahlensystemes [a] und mögen die „Haupt- 





Reye, über ein Strahlensystem zweiter Ülasse. 


Nämlich jede dieser sich selbst entsprechenden 


Ebenen « schneidet die eollinearen F* in homologen Kegelschnitten, welche 
jenen Strahlenbüschel erzeugen; letzterer hat drei Kanten des Tieetraeders 


zu Doppelstrahlen. 


die zu 
bilden 


homologen 


2 


Wir wollen nunmehr annehmen, die Flächen F/, F}, also auch 
collinearen F” seien Regelllächen zweiter Ordnung. Dann 


tegelschaaren zwei andere Strahlensysteme [5] 


und [e], welche zu einander und zu [a] in eigenthümlichen Beziehungen 


stehen. 


Nämlich jede der erwähnten Regelschaaren von [b] ist die Leit- 


schaar einer Regelschaar von [e], indem sie mit ihr auf einer der collinearen 


F' liegt. 


Andererseits bildet jede Gerade b oder e der Fläche F, mit den 


ihr entsprechenden Geraden der collinearen F’ eine hegelschaar, deren 
Lieitschaar dem Systeme [a] angehört (2.). Jedes der drei Strahlensysteme 
al, [b], [e}l kann also auf zweifache Art durch eine Regelschaar so be- 
schrieben werden, dass deren Leitschaar zugleich das eine oder das andere 
von den beiden übrigen Systemen beschreibt; und zwar geht dabei die 
tegelschaar dureh jeden einfachen Strahl des Systemes einmal. So oft 
nun von der veränderlichen Regelschaar ein Strahl durch einen Punkt P 
geht oder in einer Ebene 7 liegt, ebenso oft geht durch P oder liegt in 


auch ein Leitstrahl 


derselben. Die Strahlensysteme [5b] und [e] sind dem- 


nach ebenso wie [a] von der zweiten Ulasse und der sechsten Ordnung; 
auch haben sie dieselbe Brennfläche &* wie [a], weil jede Berührungsebene 
von &* zwei zusammenfallende Strahlen von [a] und folglich auch zwei 
zusammenfallende von [5b] resp. [e] enthält. 


Die zu [e] gehörige Regelschaar der Fläche F} wird von ihren 


Leitstrahlen D in projeetiven Punktreihen geschnitten, und letztere erzeugen 
mit den entsprechenden Punktreihen von F} projeetive Regelschaaren des 


Strahlensystemes [a]; aber auch die Leitschaaren dieser Regelschaaren sind 


projeetiv, weil sie den Geraden b in den collinearen Räumen I ent- 


sprechen 


Durch die projeetiven Schaaren werden aber die Flächen 


zweiter Ordnung, auf welchen die Schaaren paarweise liegen, collinear auf 
einander bezogen*), und jeder Strahl des Systemes [e] verbindet homologe 


E\ a 
„dv. 


| Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnb. 1856, 5.6; vgl. Reye, 
Geom. der Lage II, S. 26. 
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Punkte dieser Flächen, weil er homologe Strahlen ihrer hegelschaaren 
Ib) 
durch eollineare F’ erzeugt werden. Die vier Hauptebenen von [b] resp. [e] 


{ 


schneidet (6.). Wie [a], so kann also auch das System [e] und ebenso 


bezeichnen wir mit 5 resp. y; dieselben sind ebenso, wie die vier Haupt- 
ebenen «@ von [a], gemeinschaftliche singuläre Ebenen der drei Strahlen- 
systeme [a], [6], [e], weil sie von einem und folglich von jedem dieser 
Systeme unendlich viele Strahlen enthalten. 

8. Jede singuläre Ebene des Systemes [a] enthält unendlich viele 
Paare homologer Punkte von F/ und F}: sie schneidet folglieh diese beiden 
collinearen Flächen entweder in zwei homologen Kegelschnitten oder in 
zwei homologen Geraden. Im ersteren Falle ist sie eine Hauptebene «& und 
enthält einen Strahlenbüschel vierter Ordnung von [a]; im letzteren ist sie 
eine der acht Ebenen $ und y, und enthält einen Strahlenbüschel zweiter 
Ordnung des Systemes. Dass die beiden Regelschaaren der Fläche F/ in 
der That je vier reelle oder imaginäre Strahlen enthalten, welche die ihnen 
entsprechenden Strahlen von F} schneiden, ist leicht zu beweisen. Projieirt 
man nämlich eine dieser Regelschaaren aus zwei ihrer Leitstrahlen durch 
Ebenenbüschel, so erzeugen diese mit der entsprechenden Regelschaar von 
F} zwei Raumeurven dritter Ordnung, welche im Allgemeinen und höchstens 
vier Punkte gemein haben, und in jedem dieser Punkte schneiden sich 
zwei homologe Strahlen der Regelschaaren. Jede der vier Ebenen / 
schneidet die collinearen F® in homologen (Geraden e, welehe mit den 
Verbindungslinien ihrer homologen Punkte einem Strahlenbiüschel zweiter 
Ordnung angehören. Von den sich selbst entspreehenden vier Ebenen « 
werden diese Geraden e in homologen Punkten geschnitten, ebenso aber 
von den vier Ebenen y, weil letztere die eollinearen F gleichfalls in homo- 
logen Geraden schneiden. 

9, Die vier singulären Ebenen / enthalten demnach je einen 
Strahlenbüschel vierter Ordnung mit drei Doppelstrahlen von [5b], und je 
einen gemeinschaftlichen Strahlenbüschel zweiter Ordnung der Systeme 
(e]) und [a]; diese Büschel aber haben mit den acht Ebenen y und « je 
einen Strahl gemein (8.). Analoges gilt von den singulären Ebenen y und «. 
Die acht Ebenen 5 und y sind gemeinschaftliche Berührungsebenen der 
collinearen F°, weil sie dieselben in je zwei Geraden schneiden: sie bilden 
eine Gruppe assocürter Ebenen, und durch sieben von ihnen ist die achte 
bestimmt. Ebenso bilden die acht Ebenen 7 und « oder « und /? eine 











S6 Reye, über ein Strahlensystem zweiter Classe. 


Gruppe assocürter Ebenen. Von den zwölf Ebenen e, £, y schneidet jede 
die acht anders bezeichneten in acht Tangenten eines Kegelsehnittes. Sind die 
vier @ und irgend drei beliebig gegeben, so ist die vierte Ebene / eindeutig 
bestimmt, und die vier y liegen in einem gewissen Ebenenbüschel sechster 
Ordnung; wird in diesem eine der vier y beliebig angenommen, so sind in den 
vier 9 die vier Kegelschnitte durch je fünf Tangenten bestimmt, die vier y 
aber sind die vier von den « verschiedenen Ebenen, welche drei dieser 
Kegelschnitte zugleich berühren. Den Nachweis, dass jene Annahmen 
zulässig und dass durch sie das System [a] und der zugehörige tetraedrale 
Complex eindeutig bestimmt sind, unterdrücken wir der Kürze wegen. 

10. Bekamntlich liegen die Pole einer Ebene in Bezug auf confocale 
Flächen zweiter Ordnung auf einer zur Ebene normalen Geraden; diese 
Pole aber beschreiben eollineare F’ und ihre Verbindungslinie beschreibt 
das Normalensystem von einer der confocalen Flächen, wenn die Ebene 
diese Fläche einhüllt. Die Normalen einer Fläche zweiter Ordnung bilden 
demnach ein >Strahlensystem zweiter Ulasse sechster Ordnung von der 
ersten Art, jedoch ein sehr specielles: dasselbe hängt nämlich nicht von 
22, sondern nur von 9 willkürlichen Parametern ab. 

11. Wenn zwei collineare Flächen zweiter Ordnung » Punkte ent- 
sprechend gemein haben, so zerfällt das von ihnen erzeugte Strahlen- 
system [a] in die » Strahlenbündel, deren Centra diese » Punkte sind, und 
ein Strahlensystem zweiter Ulasse (6—»)'“ Ordnung. Auch aus der zuerst 
eitirten Arbeit ergiebt sieh leicht, dass die Strahlensysteme zweiter Ulasse 
fünfter, vierter, dritter oder zweiter Ordnung durch collineare F? erzeugt 
werden können. Legt man nämlich durch zwei Knotenpunkte eines F’-Ge- 
büsches Ebenen, so entsprechen denselben a. a. O. Flächen zweiter Ordnung: 
letztere aber werden eollinear auf einander bezogen, wenn man die Ebenen 
aus einem dritten Knotenpunkte des Gebüsches perspectiv auf einander 
bezieht. 


Strassburg i. E., den 19. Novbr. 1881. 











Erweiterung eines Satzes von Hesse über Sechsecke 
im Raume. 


(Von Herrn Fr. Graefe in Darmstadt.) 


Herr S. Gundelfinger theilt im „Journal für reine und angewandte 
Mathematik“ Bd. 85 p. 312 folgenden von Hesse hinterlassenen Satz mit: 
„Wenn im Raume irgend ein Sechseck U und ein Punkt U, gegeben 
ist, und wenn man (durch U,) drei gerade Linien zieht, welche die gegen- 
überliegenden Seiten des Sechsecks paarweise schneiden, so sind die Schnitt- 
punkte auf den aufeinanderfolgenden Seiten des Sechsecks U die aufeinander- 
folgenden Ecken eines Brianchonschen Sechsecks V, dem der Brianchonsche 
Punkt U, zugehört. Das einbeschriebene Sechseck V bestimmt unzweideutig 
ein Hyperboloid, auf dem es liegt. Dieses Hyperboloid wird von den Seiten 
des gegebenen Sechsecks U überdies noch in sechs Punkten geschnitten, 
die in derselben Reihenfolge die Ecken eines zweiten, dem gegebenen ein- 
beschriebenen und auf dem Hyperboloide liegenden Brianchonschen Sechs- 
ecks V mit einem Brianchonschen Punkte U.“ 
Das im Raume gegebene Sechseck U werde von den Geraden dureh 
, in den Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6 so geschnitten, dass das Sechseck 
123456 ein Brianchonsches Sechseck ist. Es existiren aber dann noch 
die drei Brianchonschen Sechsecke: 
15342 6) 
156 4 2 3) mit demselben Brianchonschen Punkte U,, 
126453] 
und man hat den Satz: 
„Wenn im Raume irgend ein Sechseck U und ein Punkt U, 


vereben 


ist, und wenn man drei gerade Linien (dureh U,) zieht, welche die gegen- 


überliegenden Seiten des Sechsecks paarweise schneiden, so sind durch 
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die Schnittpunkte auf den aufeinanderfolgenden Seiten des Sechsecks U 
die aufeinanderfolgenden Ecken eines Brianchonschen Sechsecks 
123456 (V) 
bestimmt, wie die Brianchonschen Sechsecke 
153426(V), 156423(V,), 126453<CP;), 

welchen der Brianchonsche Punkt U, zugehört. Jedes der einbeschriebenen 
Sechsecke bestimmt unzweideutig ein Hyperboloid, auf dem es liegt. Jedes 
Hyperboloid wird von den Seiten des gegebenen Sechsecks überdies noch 
in sechs Punkten geschnitten, die in derselben Reihenfolge die Ecken eines 
zweiten, dem gegebenen einbeschriebenen und auf dem Hyperboloide liegenden 
Brianchonschen Sechsecks V mit einem Brianchonschen Punkte U, bilden. 
Dieses zweite Brianchonsche Sechseck I II III IV V VI auf einem Hyper- 
boloide bestimmt noch die drei weiteren Brianchonschen Sechsecke: 

IVMUIIVIIVI 

IV VI 1V II Ill; mit dem Brianchonschen Punkte Ü.. 

IIIVIIVVIU 
Man erhält also acht Brianchonsche Sechsecke, vier Hyperboloide und zwei 
Brianchonsche Punkte; je zwei Brianchonsche Sechsecke liegen auf einem 
IHyperboloide.‘ 





Darmstadt. 20. Januar 1882. 











Ueber den Zusammenhang zwischen einigen Formen 
von symmetrischen Functionen. 


(Von Herrn €. Kostka in Insterburg.) 


Pelienie drei Formen von ganzen, homogenen und symmetrischen 
Funetionen der Grössen t,, b,, ... £, sollen hier in Betracht gezogen werden: 


an—1 


a % = Ze... 


Rn 
wo die übrigen Glieder der Summe durch die verschiedenen Permutationen 
der Exponenten entstehen; 

(11.) K4,5..8,_, Sie C; E& 05 


wobei ec, die Summe der Combinationen von #4, ... #, zur P' Klasse ohne 
Wiederholung bedeutet, also ,=1 ist; 

(HL) Ga, = [BG Cyoı 
wo die Grösse rechts eine Determinante rt®% Grades vorstellt, deren A'° Zeile 
aus der hingeschriebenen dadurch erhalten wird, dass 4,_,—h+1l an die 
Stelle von 4 tritt. Jedes c, dessen Index negativ oder grösser als », ist 
als verschwindend anzusehen; also darf kein 4 grösser als » sein, wenn (© 
einen Werth haben soll. Die Reihe der 4 ist absteigend geordnet zu denken. 
und C würde verschwinden, sobald ein 4, um 1 kleiner als das nächst- 
folgende ist. — In allen drei Fällen wird gelegentlich eine Reihe von 
gleichen Indices symbolisch in Form einer Potenz zusammengefasst, z. B. 
statt der Indexreihe 44111 die andere 41’ „eschrieben: auch wird der 
Index 0 in der Regel fortgelassen. 

Wenn gefordert wird, eine dieser drei Funetionsformen in eine der 
andern überzuführen, so sind damit im ganzen sechs Aufgaben zestellt. 
Am bekanntesten ist davon diejenige, bei welcher ein T durch ein Aggregat 
der K ausgedrückt werden soll, oder, um kurz zu reden, die Aufgabe T, K; 
denn auf sie beziehen sich die oft genannten Arbeiten von Waring, Gauss, 
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Cauchy, Borchardt, sowie neuerdings die von Herrn Kronecker*). Von der 
Aufgabe K, T ist der besondere Fall des polynomischen Satzes allgemein 
eeläufig. Für die Praxis sind von Meyer Hirsch **) und Herrn Cayley***) 
Tafeln berechnet, welche für die ersten zehn Dimensionen die Beziehungen 
zwischen den K und T angeben. Die Frage, wie die Entwickelung der € 
nach den K sich gestaltet, ist berührt in einer Arbeit, in welcher Herr 
Naegelsbach mehrfache Umformungen und Anwendungen der C dargelegt 
hatt). Der Zusammenhang zwischen den C und T ist in zwei Aufsätzen 
untersucht, welehe ieh im 81. u. 82. Bande dieses Journals veröffentlicht 
habe. An die letztern beiden Arbeiten schliesst sich eng die vorliegende 
an, indem sie einige weitere Resultate vorführt, welche auf dem dort ein- 
veschlagenen Wege erreicht werden können. Nach der Reduction des all- 
semeinen Problems ($ 1) werden die Aufgaben C, T und K, C sowie 
namentlich eine eombinatorische Hülfsaufgabe genauer behandelt, deren 
Lösungszahlen eine bemerkenswerthe Verwandtschaft mit den figurirten 
Zahlen zeigen ($ 2 bis 6). An Bemerkungen über die Aufgaben 7, C und 
©, K ($ 7) schliesst sich der Nachweis, dass die Resultate der vier soeben 
senannten Aufgaben in einer einzigen bequem zu konstruirenden Quadrat- 
tafel für jede Dimension vereinigt werden können ($ 8). Wenige Worte 
über T, K und K, T bilden den Schluss der Abhandlung, in welcher also 
hauptsächlich die Beziehungen der C zu den andern beiden Funetionsformen 
besprochen werden. Zur leichtern Vergleichung dieser Arbeit mit meinen 
früheren, auf welehe ich mieh mehrfach beziehe, sei bemerkt: In Bd. 82 
und hier ist ce, an Stelle von (—T)'a,_, in Bd. 81 gesetzt. Ferner sind in 
Bd. 52 Determinanten C von etwas allgemeinerem Bau untersucht: daher 
war dort eine ausführlichere Bezeichnung nothwendig. Den Zusammenhang 
zeigt die Gleichung: 


v 
(na. "TE Een „Atr-i 
u Ari, .. Atr—i_ı 


Endlich ist in der weiteren Untersuchung statt © im Bd. 82 hier m und für 


. . . . ER . » . r 7 m . 
i—i, Ist m, gesetzt, sowie für eine figurirte Zahl das Zeichen [3 nicht, 


wie früher, m, gewählt. 


*) Monatsbericht der Berl. Akad. v. Novbr. 1880. 

**) Sammlg. v. Aufgaben aus d. Theorie d. algebr. Gleichungen. Berlin 1809. 
*##) Phil. Transact. London 1857 p. 494 ff. 

) Ueber eine Klasse symmetrischer Funetionen. Zweibrücken 1871. 
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1. 
Im Folgenden spielt der Begriff conjugirter Indexreihen eine wichtige 
Rolle, wie er für das Gebiet der symmetrischen Funetionen von Herrn Cayley 
eingeführt ist*). Zu der heihe von Indices 
GE Te Wi 
welche nach der Grösse absteigend geordnet sind, wird die conjugirte Reihe 
Ey, 2a gan 


(wo die Exponenten andeuten, wie oft die betreffende Grundzahl als Index 


zu setzen ist) dadurch erhalten, dass man in die erste Zeile A, Einheiten. 
in die Akte zuerst A,_, Einheiten, dann 4,—4,_, Nullen setzt und eolonnen- 
weise addirt. Z. B. sind 5311 und 42211 conjugirte Zahlenreihen. Zwei 
C werden selbst conjugirt genannt, wenn ihre Indexreihen es sind. 

Noch eine Bemerkung schicke ich vorauf. Die Anzahl der Variabeln 
t ist für die hier anzustellenden Betrachtungen fast vollständig gleichgültig. 
Aus einer bestimmten Entwickelung wird ein T jedesmal herausfallen, wenn 
die Anzahl seiner Indices, ein K oder © dann, wenn der Werth seines 
höchsten Index die Zahl » überschreitet. Dies findet aber dadurch seine 
vollständige Erklärung, dass einige #, welche als Faetoren vor jene T, K, © 
vorgezogen werden können, als verschwindend anzusehen sind: die Zahlen- 
eoefficienten, welche jenen Functionen in der betreffenden Entwiekelung bei 
hinreichender Anzahl der ? zukommen würden, werden davon gar nicht be- 
rührt. Man darf demnach die Zahl » stets grösser oder auch ebenso gross 
als die Anzahl der Indices desjenigen T oder als den höchsten Index des 
K oder C annehmen, dessen Factor in einer bestimmten Entwiekelung man 
zu ermitteln wünscht. 

Im 81. Bande dieses Journals S. 282 ff., wozu man noch Bd. 82 
Ss. 215f. vergleichen möge, ist eine Regel abgeleitet, nach welcher man 
den Factor von 


Y 


A -1lr—ı yYr 21 fh / —/, 


in der Entwickelung von 
T 


a, a nl 


ermitteln kann. Man betrachte die Indices in der ersten Colonne von €: 
sie sind 


r, r—1l,... r—4,_+1, r—-Au-1, ... r—A_., r—lo—2, ... 2-4; 


*) ]. ec. p. 491. 
12* 
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man vergleiche diese Zahlenreihe mit der vollständigen 
’ r—1, Emo a. 0, —1, —2, wie — 4, +1, 


so fehlen in jener die Indices 





r 






r—4h,_ı, r—1—4_, . . . 2—A,, 1-2, 


und zieht man alle von r ab, so erhält man 





a a a re ee 
So oft nun diese Zahlenreihe in irgend einer Ordnung durch Addition von 
' u Auge 
in dieser bestimmten Reihenfolge und 


Cs G, u G,._ı 


in beliebiger Folge, wobei r—m der « Nullen sind, erhalten werden kann, 

ebenso oft kommt die obengenannte Determinante in der Entwiekelung von 

T,,.., , vor und zwar mit dem positiven oder negativen Vorzeichen in den 

einzelnen Fällen, je nachdem die Anzahl der Inversionen der betreffenden 

Permutation von A,_,, %,_2+1, ... A,tr—1 gerade oder ungerade ist. 
Andrerseits kann die Determinante 


Y 
Ahr, 
repräsentirt werden durch die Zeilenindices 
A, ,,_ +1, ..-,- utr—l 


und die Colonnenindiees 


a Ve 5 # 
Die einzelnen Glieder der Determinante entstehen, indem man die letztere 
Reihe von der beliebig permutirten ersteren abzieht (vgl. Bd. 82 S. 227), 
und zwar hat das betreffende Glied das positive oder negative Vorzeichen, 
je nachdem die Anzahl der Inversionen in der oberen Zahlenreihe gerade 
oder ungerade ist. So oft hierbei die Zahlen «,a,...«,_, in irgend einer 
Stellung als Resultat sich ergeben, ebenso oft kommt das Glied ce, e, ...c 


u | 
in der entwickelten Determinante vor, jedesmal mit dem geeigneten Vor- 
zeichen. Hierdurch ist der Satz bewiesen: 


- 


1) Der Factor von K,...., , in der Entwiekelung eines C ist identisch 
mit dem Faetor des conjugirten C in dem Ausdruck für T,..a,_, 
Ferner denke man sieh für irgend eine Dimension sämmtliche T 
nach den © entwickelt, so ergiebt sich eine Reihe von linearen Gleichungen, 





Kostka, über symmetrische Funetionen. 43 


welehe ebenso viel Unbekannte C enthalten. als Gleichungen vorhanden 
sind (vgl. Bd. 82, 8. 215). Die Entwickelung der C nach den K giebt 
ein ähnliches Gleichungssystem, bei welchem die Zahlen der A" Zeile mit 
denjenigen der An Colonne des früheren Systems übereinstimmen in Folge 
des eben bewiesenen Satzes. Dass die Determinante dieser Systeme gleich | 
ist, lässt sich aus den Betrachtungen in Bd. S1 leicht folgern: doch davon 
abgesehen, liegt es in der Natur der Sache, dass die Auflösung beider 
Systeme ein bestimmtes hesultat ergeben muss; und zwar haben nach den 
bekannten Regeln einer solchen Auflösung (ie beiden neu entstehenden 
Systeme dieselbe Beziehung zu einander, wie die alten, dass nämlich die 
Zahlen in der A'en Zeile des einen sich in gleicher Folge in der An Colonne 
des anderen finden. Daher der Satz: 

2) Der Factor eines C in dem Ausdruck für K,..,_, stimmt überein 
mit dem Factor von T,.,_, in der Entwickelung des eonjugirten €. 

Diesen beiden Sätzen füge ich sogleich noch zwei andere hinzu. 
welche schon vor längerer Zeit von Herrn Cayley aufgestellt, aber nur 
durch Induetion für die ersten zehn Dimensionen bewiesen sind*). Sie 
lauten: 


3) Der Coefficient von T,...., , in der Entwiekelung von K;; | 
ist identisch mit dem Factor von T,;,,;, , in dem Ausdruck für K,...,_, 
4) Der Factor von K,...,_, in der Entwiekelung von T,;; | 
stimmt überein mit dem Coefficienten von K,,;.;_, In dem Ausdruck für 


Das Wesentliche für den Beweis von 3) ist schon in Bd. 82 (vel. 
S. 218, Anm.) gegeben. Aus den dortigen Betrachtungen geht nämlich 
hervor, dass der Factor eines T in der Entwickelung von K gefunden 
werden kann dureh Lösung der Aufgabe: In ein System von r Zeilen und 


m Colonnen sollen auf jede mögliche Art a, +0, +-+0, = Pt ++, = u 


Kinheiten und rm— u Nullen so eingefügt werden, dass die Summen der 
Zahlen in den einzelnen Zeilen der Reihe nach %%, Pix». Au. die in den 
Colonnen &,, &, ... @,_, betragen; im übrigen ist die Zahlenanordnung 


willkürlich. Die Anzahl aller möglichen derartigen Gruppirungen ist für 


jeden der beiden in 3) erwähnten Fälle der gesuchte Zahlenfaetor. — Der 
*) l.e. p. 492 f. Einen Beweis beider Sätze hat — in ganz anderer Art als hier 


— Herr Betti geliefert; Tort. Ann. Jahrg. 1858 p. 323 f. 
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Satz 4) folgt dann aus 3) ähnlich wie 2) aus 1). Setzt man nämlich für 
irgend eine Dimension das vollständige Gleichungssystem zwischen den K 
und T an, so sind in dessen Determinante (die selbstverständlich nicht Null 
sein kann, in der 'T’'hat gleich 1 ist) die zur Diagonalreihe symmetrisch stehen- 
den Glieder einander gleich in Folge von 3), falls man richtig anordnet. 
Dieselbe Eigenschaft besitzt dann bekanntlich auch die Determinante des 
adjungirten Systems, welches durch Auflösung des vorigen entsteht. 

Das gestellte Problem ist durch diese vier Sätze um die Hälfte 
redueirt. Gleichzeitig ist ersichtlich, dass aus der Lösung von einer einzigen 
der vier Aufgaben, bei welchen die C eine Rolle spielen, alle sechs ab- 
geleitet werden können durch Auflösung linearer Gleichungen oder durch 
Summationen. 


2. 


Im 82. Bande dieses Journals S. 217f. ist eine Regel (13.) 
nach welcher der Factor von 


gegeben, 


in der Entwickelung von 


ermittelt werden kann. Sie kommt darauf hinaus, dass die gesuchte Zahl 


sefunden werden kann durch Lösung der folgenden Aufgabe, mit der ich 
mich jetzt eingehender beschäftigen werde: | 

„In ein System von r Zeilen und m Colonnen sollen « Einheiten 
und rm— u Nullen so eingefügt werden, dass die Summen in den einzelnen 
Zeilen der Reihe nach A,, A, ... 4,_,, die in den Colonnen o,, &, ... @,_ı 
betragen; dabei sollen aber, wenn man eine beliebige Colonnenzahl durch 
einen verticalen Strich abschneidet, links von diesem Strich in keiner Zeile 
mehr Einheiten sich befinden als in einer der folgenden Zeilen. Wie viel 
verschiedene Gruppirungen sind möglieh?* 

Dieselbe Aufgabe könnte wohl auch so ausgesprochen werden: „Ge- 
geben sind r Gruppen, welche der Reihe nach aus A, 4, ... 4,_, Ele- 
menten bestehen. Letztere sollen in m Fächer so vertheilt werden, dass 
zuerst «, Elemente in das erste Fach, dann «, Elemente in das zweite u. s. f., 
endlich «,_, in das letzte Fach gelegt werden; in kein Fach soll aber mehr 
als ein Element irgend einer Gruppe hineinkommen, und ferner sollen in 
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keinem Augenblick der Vertheilung aus einer späteren Gruppe mehr Ele- 
mente entnommen sein. als aus einer früheren. Auf wie viel Arten ist eine 
solehe Vertheilung möglich?" Es ist angenehm, an die eine oder die andere 
Fassung der Aufgabe gelegentlich die Betrachtungen anknüpfen zu können. 

Unmittelbar ist ersichtlich, dass mehr als r Elemente in keinem 
Fach liegen können. Sei m, die Anzahl der Fächer, welche A Elemente 
erhalten, so ist: 
\l.m +2.m; +++ +r.m, = A,u+k +4 1 =%+0,+ +0, ,=u 
"und m, + m; + +m. = m. 
Ist eine dieser Bedingungen nicht erfüllt, so ist die Aufgabe unlösbar, also 
die gesuchte Zahl gleich Null zu setzen. Ferner ist nothwendig 

(6.) u DE PL) 0), 

und unsere Zahl ist also auch dann Null, wenn ein 2 kleiner ist als ein 
darauf folgendes, oder wenn 4, >m. Ist 4,= m, so giebt die erste Gruppe 
ein Element an jedes Fach; dann kommt es also nur auf die übrigen 
Gruppen bei der Vertheilung an, wobei gleichzeitig zu beachten ist, dass 
jedes Fach bereits ein Element enthält. Ist 4_,=0, so ist dieselbe Auf- 
voabe für ein kleineres r zu lösen. Die Fächer denken wir uns in der 
tegel so geordnet, dass dasjenige mit mehr Inhalt früher gezählt wird, also 


ee” ... et .40; 


Doch ist diese Bedingung nicht wesentlich, und eben so gut könnte jede 
andere Anordnung gewählt werden. Denn es seien, bei der anderen Auf- 
fassung, die gegebenen Einheiten und Nullen den Zeilen und Colonnen in 
irgend einer Art eingefügt, welche den Bedingungen der Aufgabe entspricht. 
und es mögen dabei die Colonnensummen « und «’ auf einander folgen 
und zwar @ >a". Man vertausche, von unten her beginnend, «@'— «" mal 
1,0 mit 0,1, so erhält man aus einer erlaubten Anordnung mit der Colonnen- 
folge «’«@” eine eben solche mit der Folge «”«'. Umgekehrt lässt sich aus 
dieser wieder eindeutig jene ableiten. Da nun die Anzahl aller überhaupt 
möglichen Anordnungen in den beiden betrachteten Colonnen dieselbe ist 
bei den Folgen @'®«” und «'’«’', und da diejenigen unter ihnen, welche nach 
den sonstigen Bedingungen erlaubt sind, einander eindeutig entsprechen, so 
folgt, dass die Reihenfolge dieser beiden und also der Colonnen überhaupt 
den Werth der gesuchten Zahl nieht beeinflussen kann: vielmehr wird der 


letztere nur von den Grössen m, ... M,, Aus... 4,_, abhängen. Erinnert 
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man sich übrigens daran, dass die behandelte Aufgabe identisch ist mit der 


Entwickelung der Determinante C nach den T, so ist die Vertauschbarkeit 


der Colonnen ohne Weiteres klar; denn es ist erlaubt, die Reihenfolge der 


Ditferentiationen nach den £ (vgl. Bd. 82, S. 216) beliebig zu ändern. 
Unter den 4 mögen sich p solche befinden, die grösser als Eins sind, 

die übrigen r—p seien gleich Eins. Ist für die ersten p Gruppen fest- 

sesetzt, in welche Fächer die einzelnen Elemente hineinkommen, so ist 


>) 


dies auch für die r —p übrigen bestimmt. Denn aus den letzteren sind der 
lteihe nach die Elemente zu entnehmen und nach der Ordnung der Fächer 
in diejenigen zu legen, welche noch nicht hinreichend gefüllt sind. Oder 
nach der anderen Auffassung: In den letzten r—p Zeilen ist zuerst immer 
1,0, 0,..., dann 0, 1,0, ...., dann 0, ©, 1,... ws. w. anzuordnen, um 
die verlangten Colonnensummen zu erhalten. 

Zum Werthe der gesuchten Zahl können auch die Grössen m,, 
My, ... m, nicht einzeln ihrem Werthe nach beitragen, sondern nur ihre 
Summe kann einen Einfluss ausüben. Denn sobald ein Fach p oder mehr 
Klemente erhalten soll, wird dadurch direet die Anordnung der letzten r—p 
(sruppen beeinflusst. Ob aber diese Gruppen an jenes Fach kein Element 
abgeben dürfen, oder ob sie ein oder zwei oder mehr Elemente abgeben 
missen, ist nach dem eben Gesagten für den Werth der Hauptzahl gleich- 
oültig, diese hängt eben nur von der Anzahl der erlaubten Anordnungen in 
den ersten p Gruppen und ausserdem von dem Werth der Zahl r (oder 
auch «) ab. | 

Sei nun p= 1, so ist die gesuchte Zahl *) gleich der figurirten 

m—1N\N, 
1,1) 

denn aus der ersten Gruppe muss ein Element in das erste Fach gelegt. 
die andern können beliebig vertheilt werden. Ist auch 4,=1, so hat die 
Aufgabe offenbar nur eine Lösung; in der That ist dann auch jene Zahl 
der Einheit gleich. 

Im allgemeinen Fall soll die gesuchte Zahl durch 

a m—l m m, it, Men 
are IE A u a a 

bezeichnet werden. Alle den Werth der Zahl bestimmenden Grössen sind 
in dieser Bezeichnung enthalten, wenn man noch die Anzahl « sämmt- 


*) Vergl. dieses Journal Bd. 82 8. 219. 


A 


An 
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lieher Elemente (oder auch die Zahl vr) als feststehend dazunimmt. Die 
Fächer nämlich, welche p Elemente oder mehr aufnehmen sollen, sind an 


Zahl m—m, —--—m,_, und Gruppen, welche nur ein Element enthalten, 
sind #—4,—4,—:—4,_, vorhanden. Hierdurch ist nun eine gewisse Fune- 
tion$von?2p ganzen positiven Zahlen m, m, ... m, 1, Aus Ars... 4, , (von 


denen auch einige Null sein können), welche durch 


(7%,) m m mM, ... er. 
i 4 4 ar 


En W 
bezeichnet wird, in eindeutiger Weise definirt. Um sie auszuwerthen, werde 
ich eine Reihe von Gleichungen aufstellen und nachweisen, dass diese im 
Verein mit gewissen Grenzbedingungen zu einer eindeutigen Bestimmung 
jener Funetion ausreichen. Die Gleichungen sind natürlich aus der Defi- 
nition abzuleiten, d.h. im Anschluss an die oben gestellte Aufgabe, deren 
Lösung durch (7.) gegeben ist; den Formeln aber werde ich in der Regel 
(7°.) zu Grunde legen. Das Analogon für die ganze folgende Betrachtung 
bieten die figurirten Zahlen, deren Werthe und Eigenschaften man insge- 
sammt aus der Gleichung 


m\  rm—i\N (m IN 
G)=( . Ir 1_1J 


herleiten kann, wenn man noch die Grenzbedingungen 


Y=% (Den (= 


hinzunimmt. 

Für die Function (7) ergeben sich aus dem bisher Gesagten fol- 
sende Grenzbedingungen: Sie verschwindet, wenn irgend ein 4 kleiner ist 
als das folgende, oder wenn 4,> m; wenn der letzte untere Index gleich 
Null ist, so kann dieser und der darüber stehende einfach fortgelassen 
werden; ferner ist: 


(8.) Sa ei ai ... AD e a er m, Fe a er I\, 
we u Ha aa / oe 
Die Function (7°) kann also auf doppelte Art in eine figurirte Zahl über- 
yo. . . i» n R : . . 
gehen. Sie wird gleich (4 7 wenn ,=4,=.-—=4_,=0(0, und sie wird 
0 
r M—m, — +" — m, 1 . 
gleich ( gr ’ ) wenn 4, =m— m, — —m, für alle Werthe des 
p—1 
h von O bis p—2. Ferner sind noch die Bedingungen (5.) zu beachten: 
es müssen also Zahlen m,, m,4ı, ».. m, alle —0 so bestimmt werden 
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können, dass 

mt m; ++ +m + +tm,=m+l, 
ut at +, +r=1.m+2.m +. -+(p-1).m,_ı+p:m, + +r.m, 
r "p, sonst aber beliebig, wenn die Zahl (7°) einen Werth haben soll. 
Noch ein besonderer Fall darf endlich nieht unerwähnt bleiben: Die Zahl 


(2. 


(7°.) ist im allgemeinen Null, wenn 4, ,=—1 (bei der Hauptaufgabe würde 
dann ein A kleiner sein, als ein folgendes); eine Ausnahme bildet aber der 
Fall, in welchem gleichzeitig r=p und m + +m, ,=m+l ist; dann 
kann nämlich dieser letzte Index —1 und der darüber stehende einfach 
fortgelassen werden, ohne den Werth der Zahl zu ändern (bei der Haupt- 
aufgabe darf man eine Zeile mit Nullen unten anfügen). 

Ehe ich zur Ableitung der Hauptgleichungen übergehe, führe ich 
noch eine Formel an, welche später Anwendung findet. Es ist 





m—1i m, Me 
‚q \ , 1-1, ... 4,11 
(J.) \ 
i | m —1—m;, m,_ı m,_» aa m, ) 
\  \m—1—4,_, m—i1—A, . m—A—h,_3 ... m—1—),/' 
talls m tm». +:-+m. = m > 4, 
und l.m +2.m +. +r.m,. = tat +4_,. 


Die Richtigkeit sieht man am bequemsten bei der ersten Fassung der obi- 
oeen Aufgabe ein. Irgend eine richtige Anordnung in den Zeilen und Co- 
lonnen liege vor; man ersetze nun jede Eins durch eine Null, jede Null 
dureh eine Eins, so entsteht eine andere Anordnung, in welcher die Zeilen- 
summen der Reihe nach m—4,. ... m—4._,, die Colonnensummen aber 
r—G&us 2... r—0,„., betragen. Wenn vorher links von einem vertiealen 
Strich, weleher # Colonnen abtrennt, in einer Zeile e Einheiten und in einer 
spätern e' Einheiten sich befanden, so ist ee’; also ist nach der Ver- 
tauschung von Null und Eins die Anzahl %--e’ der Einheiten in der spätern 
Zeile nieht kleiner als die Anzahl #—e der Einheiten in der frühern. 
Wird nun die Reihenfolge der Zeilen umgekehrt, die der Colonnen bei- 
behalten, so haben wir eine richtige Anordnung für die Lösung derjenigen 
Aufgabe, welehe aus der gegebenen durch Vertauschung von 4, mit m— 4, ı_, 
und von «@, mit r— ce, entsteht. Letzteres aber ist, falls m, + m;-+---+m, = m, 
identisch mit der Vertauschung von m mit m—m, und von m, mit m,_,. 
Jede Anordnung für die eine Aufgabe entspricht sonach einer und nur einer 
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Anordnung für die andere. — Im Fall 4,=m wird zwar die Formel (9.) 
nach dem vorhin Gesagten nicht falsch; doch wird man dann besser zuerst 
(8.) anwenden *). 


>: 
Wenn wenigstens zwei Fächer mehr als a—1 Elemente aufnehmen 
sollen (woraus für (7°) folgt: m, + -+m,_ı < m; und ist nebenbei &,<_ r), 


so kann man die gesuchte Zahl als Summe von zwei Funetionen gleicher 
Art darstellen. Die verschiedenen möglichen Anordnungen theilen sich näm- 
lieh in zwei Classen: bei der einen ist in das letzte Fach, welches mehr 
als a—1 Elemente enthält, je ein Element aus jeder der ersten p Gruppen 
gelegt, bei der zweiten sind nicht alle diese p Gruppen in jenem Fach 
vertreten. Die Vertheilungen der ersten Classe sind offenbar an Zahl 


2 


- 1-2 a Zr... 


‚m—2 m, m ZE My—ı ) 
p —2/' 
und es bleibt noch übrig, die andere Zahl zu bestimmen. Irgend eine 
Vertheilung der zweiten Classe sei vorgelegt und das letzte Fach, welches 
mit mehr als p—1 Elementen gefüllt ist, möge deren h enthalten, welche 
aus den letzten r—p Gruppen entnommen sind. Das erste dieser h Ele- 
mente verschiebe man in das zunächst voraufzehende Fach, aus diesem das 
vorderste, den letzten r—p Gruppen angehörende Element in das demnächst 
vorhergehende Fach u. s. w., so erkennt man, dass jeder Vertheilung der 
zweiten Ulasse eine und nur eine erlaubte Anordnung in dem Falle ent- 
sprechen würde, wenn die Zahl m,_, und ebenfalls die Anzahl «, der Kle- 
mente des ersten Faches um Eins grösser wären; d.h. also die zweite 
Classe enthält 
er m, M, ... M,-ı +1 
DA 
erlaubte Vertheilungen. Somit ergiebt sich: 
(10. MM, 2 Ma \ _ ml MM 0. WM - )+(" M, ++. My M, EN 
an RE RT „1, —1...ı 1 4 ce DM / 


er * p—: p—1 
Ist «, allein grösser als p—1, so giebt es keine Anordnung der zweiten 


Ulasse, in der Gleichung (10.) fällt also das zweite Glied fort. In der 


*) Die Formel (9.) ist im Grunde nichts Anderes als der auf unsern Fall ange- 
wendete Satz (14.) im Bd. 82 dieses Journals 8. 222 f. 


13* 
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That wären auch für dasselbe in diesem Falle (m,+---+m,_, = m) die Be- 
dingungen (5°) nieht erfüllt. Wenn aber jedes @ die Zahl p—1 nicht über- 
trifft, so verliert die Gleichung (10.) (bei der dann m, + +m,_ ,=m+1 
ist) für die vorgelegte Aufgabe ihre Bedeutung; inwiefern sie auch dann 
noch gültig bleibt, kann erst an einer ganz andern Stelle entschieden 
werden. — Wenn 4, =m—m, ——m, für alle Werthe des k von Null bis 
p—2, so geht (10.) in die charakteristische Gleichung der figurirten Zahlen 
über; in dem eben erwähnten Ausnahmefall treten hierbei Binomialeoef- 
fieienten mit einem negativen obern Index auf. Wird ferner 4,_,=0, so 
wird (10.) — abgesehen von jenem auszunehmenden Fall — zu einer 
Identität, weil das erste Glied rechts verschwindet. 

Wenn m, nicht gleich Null, so lässt sieh die Zahl (7“.) in p+1 
Summanden von gleicher Art zerlegen. Die möglichen Arten der Anord- 
nung theilen wir nämlich in p+1 Classen: bei der einen ist das Element 
des letzten Faches aus der rte" Gruppe, bei den andern aus je einer der 
ersten p Gruppen entnommen, vorausgesetzt, dass letzteres für jede der- 
selben erlaubt ist. Nach Absonderung dieses letzten Faches kann die Ver- 
theilung in die m—1 übrigen, von denen aber nur m,—1 ein Element auf- 
nehmen dürfen, nach den Vorschriften des in der Aufgabe gegebenen Ge- 
setzes, sonst aber beliebig erfolgen. Wir erhalten also: 

mM, ... M—ı 
) 


14 1 


WiSe. 20 
m—-lim—1i m m \.?r-lm—-1im—i m m m \ 
u 2 ER p—1 N - f | 2 we k u... p 1 
\ 1 Li 


RE Me er EEE WERE 07 Se: PR 


\ 0 f “2 p 1 0 v f 2 


(11.) | 





in jedem Gliede der I wird ein A um Eins vermindert, während alle andern 
ungeändert bleiben. Von selbst fallen aus dieser Summe Glieder heraus, 
wenn einige gleiche A in der heihe 4, ... 4,_, auf einander folgen, und 
das erste Glied fällt fort, wenn p=r, ganz im Einklang mit den Bedin- 
gungen unserer Aufgabe. Die Gleichung gilt also allgemein, sobald nur 
m, > 0: für m, =0 hat sie für die vorliegende Aufgabe keine Bedeutung. 
Für 4,=m geht (11.) in eine Identität, für ,=),= -=4 ,=0 in die 
charakteristische der figurirten Zahlen über. 

Die Formeln (10.) und (11.) würden, falls p=2, zur Bestimmung 
unserer Function ausreichen. Im allgemeinen Falle kann man noch andere 
Gleichungen nach Analogie von (11.) ableiten. Es sei m, = 0, aber m, 0, 


R tulichen 7 5) LA (PN 
\ r“ ‘ » art € > p » r ik r P Oo . nf 
so kann man wieder alle möglichen Zahlenanordnungen in 2 rg Fig) 


a to 
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(\lassen theilen nach der Art, wie die letzte Colonnensumme erzielt ist. 
Dieselbe kann nämlich entweder nur aus zwei Einheiten der letzten r—p 
Zeilen und zwar aus denen der beiden letzten zusammengesetzt sein, oder 
aus einer Einheit der ersten p Zeilen und derjenigen der rten Zeile, oder 
endlich aus zwei Einheiten der ersten p Zeilen. Demnach stellt sich 
die Zahl 

fm 0 m, m, 


. m, 1 
4 23 } ) 


EEE 

. Ay WW ) ) ans R 2 
durch eine Summe von P)+(7)+(3) Gliedern gleicher Art dar: bei allen 
ist die obere Indexreihe 


ml 0 ml m ... m-1 


die untere dagegen ist bei dem ersten Gliede dieselbe wie auf der linken 
Seite der Gleichung, bei den p folgenden ist irgend ein 4 um eine Einheit 
verringert, während die übrigen ungeändert bleiben, endlich bei den letzten 


(p—1 ., 2 j  & a ” . a s 
a ’ Gliedern sind irgend zwei 4 um eine Einheit vermindert, die anderen 


nicht verändert. Von den Summanden fällt der erste fort, wenn r—p=1, 


die p+1 ersten, wenn r—p= 0; ferner verschwinden einzelne der (5) t ( 4 
letzten Glieder, wenn unter den 4 sich gleiche befinden. Die beschriebene 
Gleichung geht in (11.) über, wenn 4,=m, dagegen wieder in die charak- 
teristische der figurirten Zahlen, wenn alle unteren Indiees mit Ausnahme 
des ersten verschwinden. 

Es ist klar, dass man in gleicher Art fortfahren und eine Reihe von 
p-—1l Gleichungen, falls (11.) als erste gezählt wird, herleiten kann. Die 
h'° dieser Gleichungen lautet: 


er VO ..: 8 u Mırı ses m 
\ Jh. A ... h ei ). / tl v°.. A, I 
(12.) N m—10..0 mi m ::» Mm, 
nf r } 
Ki. A— k, ... A,—k ... A, 5“ ki, N 
\ k —ıh 


wobei die Grössen A,, ... k,_, nur einen der Werthe Null oder Eins an- 
nehmen dürfen, die Summe aber ausgedehnt wird über alle Glieder, für 
welche 

k= ktkt+k,,, 


einen der Werthe 0, 1, 2,... % hat. Diese A! Gleichung hat also rechts 
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- ’ amalna pP p BE RPRB \6 pP ia (n-_1I\ie & it DP__ Alıedaer: in da 
im allgemeinen P)+(#) | +(P), die (p—1)!® somit 2’—1 Glieder; in den 


mehrmals erwähnten besonderen Fällen geht jene entweder in die (h—1)! 
oder in die Grundformel der figurirten Zahlen über. 











Die Formeln (11.) und (12.) lassen sich etwas verallgemeinern und 
folgender Art zusammenfassen: 


1 = 
13) (mm m, ... .- = m. 86 m—i m, ... Mo-ı M>—1 Mo+ı --- m,—ı ) 
1 


NA ), A, Wk, en. Ao—k, ... An —h, 


bei der gleichen Ba des Summationszeichens wie vorhin und für 
alle Werthe des o von 1 bis p—1. Der Beweis wird wohl am bequemsten 
durch vollständige Induetion geführt. Man könnte etwa so schliessen: 

ei Be 3  © 1) S m—1l ... ml ... Mo... Mm,—ı ) 

A. er Ri ... A, . u. — 2, ——k, 5.8 ) 


A, 1 o—Ko ..o». .0.o». An —h,-i 


re \' Nr m—?2 u mM, — RE m —1 > M,—ı ) 
OR 0 ON, en -k,- —k, ee ne un Ay-ı—k, ı—h, 


-o kKTo 


<< - Eu 


1 





und durch Umkehrung der Summationsfolge 


Nm... 0. MW... Mm, -ı ) 
| A, —k, ... ... ... A, ı—k,-1 
Diese Schlüsse sind zunächst richtig für o-e=1 m =m = =m_,=V\. 
m,=1,oe=1,2,... p—2, dann für jeden Werth von m,; in gleicher Art 


werden sie für 0-0o=2, 3 u.s. w. als richtig erkannt. 
Der Formel (13.) kann man schliesslieh noch diese Gestalt geben: 


( Wr uf 0 Mo Mit m, —1 Mor --- Bi) 
RE... LU a EM 


| P & 

Nr m m ...m-ı m —Al m.z4ı ... m, _ı 
u ER } Rp) 

ON, a—h, ... ec url 
. g . . \ N 1° .. a . . 
indem also hier die Summe rechts nur (5) Glieder enthält, nämlich die- 
jenigen, für welche 

= kutkt+Kk, ı=0®, 
während jedes %,, wie immer, nur Null oder Eins sein darf. Ist oe=1, 
ist links zu schreiben 
n + a) Br m —i m, ... m * 
ur 3 ci 


v—l 
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4. 


Die Gleichungen (10.) und (13.) sind nun im Verein mit den früher 
angegebenen Grenzbedingungen genügend, um die verallgemeinerten figu- 
rirten Zahlen, welche hier betrachtet werden, vollständig auszuwerthen. 
Man kann nämlich ein zweifaches Reeursionsverfahren einschlagen: 

a) Mit Hülfe der Formeln (13.) oder (12.) redueirt man die Zahlen 


mit beliebigen Werthen von m,. ... m,_, auf solche, bei denen 


m= m =" =MmM,-ı > () 
ist. Auf die Zahl 
’mVO () 
\, AA, l ) 


kann man dann sicherlich (10.) anwenden, und indem man das zweite Glied 
von (10.) wieder nach der letzten der Gleichungen (13.) entwickelt, folgt: 
u A Te | 0 ah 0 
(14.) | ) nam S. L. h ) 
up ° 


“ A, ww A, A —k, ... An —k, 1 


} 


Mit Benutzung dieser Formel, welche rechts 2” Glieder hat, kann man von 
dem Fall »=1, welcher auf die Binomialeoeffieienten führt, allmählich zu 
p=2, 3 us. f. aufsteigen; bei einem bestimmten Werthe von p setze man 
zuerst alle unteren Indices gleich Eins und m der Reihe nach = 1,2, 3,...., 
steige zunächst zu immer grösseren Werthen von 4,, dann zu den höheren 
von 4, u.s. w. auf, bis endlich der Fall 4_,=1 vollständig erledigt ist. 
worauf man in gleicher Weise zu den Zahlenwerthen bei grösseren 4,_, 
successive gelangt. Der Weg ist unter Umständen nicht kurz, aber er 
führt unzweideutig zum Ziele, und darauf kommt es hier nur an. 

b) Man kann zunächst durch (10.) alle Zahlen auf solche zurück- 
führen, für welche 

m + m; +-+m,., = m+1 


‘) 


ist. Dann kann man durch die letzte der Gleichungen (13°) m,_, zum 
Verschwinden bringen, durch die vorletzte m,_, u. s. f., so dass schliesslich 
alle anderen Zahlen durch Addition aus solehen von der Form 


ı 


u a 


- I 


m m+1 0... 0 ) 

of 
zusammengesetzt werden können; diese aber sind mit Hülfe der ersten von 
den Gleichungen (13°), d.h. mit Hülfe von (11.) zu ermitteln. Der kleinste 
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Werth von m, für welchen eine solehe Zahl nicht verschwindet, ist 
,,det4,_ 1, +p—]1, wie aus den Grenzbedingungen (5°) zu erkennen; wird 
also dieser Grenzwerth genommen, so fällt in (11.) das erste Glied 
rechts fort. 

Später werde ich für alle hier betrachteten Funetionen einen analy- 
tischen Ausdruck herleiten. Während derselbe aber im allgemeinen recht 
eomplieirt als mehrfache Summe sich darstellt, wird er gerade für die 
beiden Zahlformen, auf welche die Reeursionsmethoden a) und 5b) führen, 
sehr einfach. Man erhält: 


n Ba N u u (m-+h)! i 

(15. ” A < ——— u - T j m A DB CE) W 

| er 1.2.7 Ba5I Dar Bm utR 

er m-+1 0 ... OÖ ) 

\ Er 

(16,) m+) TO Ar -+h) 
h,k 
r—=p—1 
| (m-+1—p— A, ——h,_ı)! 1 (A, +p-A—h)!(m+1—4, — + —4A,_1+4,—h) 
h=V) 


Beide Male ist in dem Produet mit zwei Argumenten stets A<k zu 
nehmen. — Der Nachweis der Richtigkeit von (15.) und (16.) auf Grund 
der bisher gewonnenen Resultate dürfte nicht ohne Interesse sein und soll 
hier geführt werden. 
a) In (15.) kann man die ganze rechte Seite als Determinante pt“ 
(Grades schreiben: 
(15%) Wahr Pe, nr. “ )|, 
A+p—1 A+p—1 A+p—1/ |? 
wo die A'° Zeile aus der hingeschriebenen dadurch entsteht, dass 4, ,—h+1 
an die Stelle von 4 tritt. Zieht man nämlich in dieser Determinante, nach- 


1) 
m! ’ m i . 
dem man m! an Stelle von (7) vesetzt hat, die Factoren vor 
vor u . NA/ j 
(m+p—1)!(m-+p—2)!...m! 
(,+p—-N!A +p—)!...A,-1!(m—4,)\m-+1—4 )!...(m+p—1—4,-ı)! ' 


so bleibt die Determinante stehen: 


Il m—) (m—ıi)m—1—4) ... (m—4i)(m—1—))...(m—p+2-—%) 
Hlier entwiekele man die Glieder der Aten Zeile nach den Potenzen von 
),,_ ,—_ h+1, so zerlegt die Determinante sich in eine Summe von Determi- 
nanten, von welchen alle identisch verschwinden mit Ausnahme einer einzigen 


ee 
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welche durch das positive Differenzenproduet der A,_,—h-+1 ersetzt werden 
kann. Die rechte Seite von (15.) ist also in der 'T’hat mit der oben 
oenannten Determinante (15°) identisch. 

Nun erfüllt (15°) zunächst alle Grenzbedingungen, denen die linke 
Seite von (15.) unterworfen ist. Sie verschwindet, wenn irgend ein 4 um 
Eins kleiner ist als das nächstfolgende, oder wenn 4, > m; sie redueirt sich 
durch den Wegfall der ersten Zeile und der ersten Colonne auf denselben 
Ausdruck für das nächstkleinere p, wenn 4, = m, also im äussersten Grenz- 


falle, auf EM ):; ferner. redueirt sie sich, falls 4, _, = 0, auf die Determinante 


An 
(p-1)n Grades 
Br er @ dm N 
,+p—2 ,+p—2 \)+p—2/ 
denn in diesem Falle werden alle Glieder in der letzten Zeile von (15°. 
der Einheit gleich; subtrahirt man nun successive die zweite, dritte, vierte, . 
Colonne von der voraufgehenden, so folgt jene Reduetion. Somit bleibt 
noch zu erweisen, dass (15%) auch der Gleichung (14.) Genüge leistet. 
Zu diesem Zweck verwandele ich (15°) durch Voranschreiben von p Zeilen 
und p Colonnen in eine Determinante vom Grade 2p; in den p ersten 
Colonnen dieser letzteren steht Eins in jedem Gliede der Diagonalreihe, 
sonst nur Null, im übrigen wird die ht Zeile ausgefüllt durch 
( m-+-p—?2 \ m4p—3  m—l 
1 —h- “ A, 1—h+ ii NG Ip/ 
Die neue Determinante gewinnt, wenn ich die A'!® Zeile von der (p+h,' 
subtrahire, folgendes Ansehen: 


m-+p—?2 m-+-Pp— 9) ml \ 
( i ' u 

1 v 2a" ),,+p—1 a 1) \4 p—1/ 
m-+-p—? m+p—3\ m—1i \ 

) h er ’ 
re — 
m - En “ -p- 3\ ( m—ı\ 
-—10... 0 Be u ze 42) 
m-+p—2 m--p— 3 m \ 

) a 

00...—1 ar) “ wm: to.) 


Diese zerlege ich in eine Summe von Ei aus Partialdeterminanten 

p'“" Grades, wobei ich für den ersten Factor immer die p ersten Colonnen 

verwende; von den Gliedern der Summe verschwinden alle mit Ausnahme 
Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 2. 14 
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von 2”, welche genau die vom Beweise verlangten sind. Hat nämlich die 





h‘® Zeile im ersten Factor Verwendung gefunden, so darf derselbe nicht 
auch die (p-+h)!° Zeile enthalten, wenn das betreffende Glied einen Werth 

haben soll; und wirklich tritt auch jedes von den 2” nicht verschwindenden . 
Gliedern mit positivem Vorzeichen in die Summe ein. Denn falls der erste h 
Factor die k!° Zeile nicht enthalten soll, setze man in der Determinante 
2p'” Grades an Stelle der Eins jener Zeile eine Null und vertausche sie r 
dann mit der (p+A)ten Zeile, was 2p—1 Umstellungen verlangt. Sollten j 
nun überhaupt ö© von den p voranstehenden Zeilen nicht im ersten, sondern . 
im zweiten Factor verwendet werden, so sind (2»—1)i Umstellungen er- 

folgt, und die entstandene Determinante 2p!®® Grades zerlegt sich unmittel- 

bar in das gewünschte Product; es enthält dann aber auch die Diagonal- \ 
reihe des ersten Factors © Mal die Zahl —1, also ist das Vorzeichen des d 
betreffenden Gliedes (—1)”’=-+1. Damit ist die Richtigkeit der Formel . 


(15.) vollständig erwiesen. 
Beiläufig merke ich hier an: 


ae BR m 0 we e 
(1a) Be 1) ii ee; m—h,_2 +». a 


Die Formel ist aus (15.) abzulesen und enthält als besonderen Fall die 


bekannte 
E) 2. WuRt 


b) In der Gleiehung (16.) genügt ebenfalls die rechte Seite den- 


selben Grenzbedingungen wie die linke; denn sie verschwindet, sobald ein | 
, um Eins kleiner ist als das nächstfolgende, hat nur einen Werth, so lange 
m — hut +4, ,+p—1, und redueirt sich für 4,_,=0 auf denselben Aus- 
druck für das nächstkleinere p, schliesslich auf eine gewöhnliche figurirte 
Zahl. Demnach erübrigt nur noch der Nachweis dafür, dass die rechte 
Seite von (16.) auch (11.) befriedigt. Der Kürze wegen setze ich 
ı,tp-1-h = a,ı, 


m+1l—- u, —Au-p=z, 


dann ist die folgende Gleichung zu erweisen: 


a, (a —1—a,)...(a —1—a,)(r-+1-+a,) 
(a, —a,)...(a —ıa,)(2-+a,) 
 %(a,—1—a,)...(a,—1—a, „(e+1+a,) _ 


(0,—a,)...(0,—a,ı)(@+a,) 


/ ı \ » | 


= 


f 


' ' 
(z+a,)...(e-+a,) 


m+1. 
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Hier ist nämlich beiderseits der Factor 
m!(a, —a,)(a, —a,)...(a,_ı—a,) 

z!a !a,!...a,'(c-+1+a,)...(x- i-+a,) 
fortgelassen. In jener Gleichung zerlege ich das erste Glied in Partial- 
brüche; es sondert sich die ganze Function +p ab, und die Einzelbrüche 
vereinigen sich mit den anderen Gliedern der linken Seite zu folgendem 
Ausdruck: 
(a). (I) , 1a)... —1- M) L... 

(a, —a,)...(a, —a,) (a,—4,)...(0,—a,) > 
a,(a,—1—a,)...(a,—1—a,-ı) 
(a,—4,)...(d,—4,-ı) 
Wenn ich hier das A! Glied mit a,+1-a, und mit dem Differenzenproduet 
der a multiplieire, statt des letzteren dann aber die Determinante schreibe, 
so erhalte ich an Stelle der Summe: 

pw) 


(—1) ° lau... a” ala—1-—-a)(a-1-a,...(a—1-a,) 





eine Determinante, deren %At° Zeile aus der hingeschriebenen dadureh ent- 
steht, dass a, an die Stelle von a gesetzt wird. Dieselbe ist 
Pp—1) |, 


> —— 


(-1) ° la... a" a’ -arla, + +a,+p)+ar”'\(a,+1)(a+1)++(a,_,+1)(a,+1)! 


indem alles Uebrige identisch verschwindet. Hier endlich wende ich die in 
diesem Journal Bd. 81, 5. 281f. abgeleitete Regel *) an, lasse den Factor. 
welchen ich vorhin einführte, das Differenzenproduct, wieder fort, so wird 
die linke Seite der zu beweisenden Gleichung 


pt" 


it - a+'+a, aa,+'"+a,-ıa, 
1 a-—+ +4, 
++ +4). + +a,+p)- (+1). +1) -—(a,-+1)(a,+1 
p(p—1 
=z+p+p(a-++a,)—(p—-1) (a + "+a,)— = vn A 1. 


i ı pP > 
und der gewünschte Beweis ist geliefert. 
D. 
Durch Wiederholung und Combination der Formeln (10.) und (13.) 
lassen sich manche weitere Formeln ableiten, welche sämmtlich als Speeial- 


*) Dieselbe ist, wie ich nachträglich bemerkt, bereits in der oben eitirten Ab- 
handlung des Herrn Nägelsbach (8 6) auf anderem Wege bewiesen. 


14* 
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fälle bekannte Beziehungen der Binomialcoefficienten in sich schliessen. 
Doch gehe ich hierauf nicht näher ein, sondern wende mich sogleich zur 
Hauptsache zurück. 

Indem die bisherigen Bezeichnungen festgehalten werden, ergiebt sich: 


—1i m :..  M- 
g =: BR, , m pl 
(1 b) On, =(, oh 2, EU A,—1 T, m, Im;, „r rr 


wo also die A zz geordnet, die letzten r—p derselben der Einheit 
gleich sind und die Summation auf alle Combinationen der Zahlen 1, 
2, ... r sich erstreckt, für welche 

) m, tm, +. -+m,=m und 

1l.m +2.m; +. +r.m, =, ++ +A u, =u, 


d.h. gleich der Dimension der betreffenden Funetion C ist. Sofort folgt 


18°.) 


aus 2): 
(19.) K mg, nr “ (27, E . Met Ohr ren Baal ie 
bei derselben Bedeutung des Summenzeichens. 

Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor, dass die in (18.) und 
(19.) auftretenden Zahlenfaetoren durch successives Verfahren recht bequem 
ausgewerthet werden können; auch ist der analytische Ausdruck derselben 
für einzelne Fälle schon festgestellt. Um letzteren allgemein zu erhalten, 
kann man den Bd. 82, 8. 220 f. angedeuteten Weg einschlagen. Der Aus- 
druck sei ermittelt für den Fall, dass p—1 der Indices 4 die Einheit über- 
schreiten; dann entwickele man EC nach den Elementen der ersten Colonne, 
so ergiebt sich eine Summe von Gliedern mit abwechselndem Vorzeichen, 
welche alle in ihrer Form mit dem ersten 

1 Oi. rl 

übereinstimmen. Die Summe u wenn der erledigte Fall p=1 aus- 
eenommen wird, höchstens p Glieder haben und bricht ab, sobald eine der 
Zahlen 4, 4,—1, »—2,... 4,_ı—p+1 negativ wird; in jedem der auf- 
tretenden © sind nur p—1 Indices grösser als Eins. Denkt man sich den 
zweiten Factor jenes Produetes vollständig entwickelt, so dass auch jedes 
T in seine einzelnen Glieder zerlegt ist, und setzt ebenso für e, seinen 
Werth in den £, so übersieht man leicht, wie sich der Zahlenfaector von 


T 
m 2m, .r"r 
jenem Produet durch eine Summation finden lässt. Von der Reihe der 
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ı Indices dieses T subtrahire man nämlich in irgend einer Folge eine Reihe 


(m\ 


von 4, Einheiten und m—4, Nullen, so wird jede der entstehenden (3; 


Indexeombinationen ein Glied in der Entwiekelung von ©, ‚_, anzeigen, 
welches zum gesuchten Zahlenfactor einen Beitrag liefert. Sind dabei A, 
Einheiten von denjenigen m, Indices abgezogen, welche den Werth % haben, 
so hat die entstehende Combination m—%h, nieht verschwindende Indices. 
m—h,+h, solche, die gleich Eins, m;—h,+h, solche, die gleich Zwei 
sind u.s. w. Somit wird: 


ar zn un is us [6 er YG)- en ") 


(20.) | 
p—1 Mm— m, — + m ) m—h, . m. —h we a SER ee En 
. —_1Y I 1 ven p—-? p-?T'p-1 | 
| Zi I, ( De | 


u —h—h — Br 


wo die Summe auf alle nicht verschwindenden Glieder auszudehnen ist. 
Wenn man hier den letzten Factor in derselben Art darstellt u. s. w.. so 


p(p—1) 
2 
in welcher jedes Glied sich einerseits aus einer Reihe von Binomial- 


erhält man schliesslich für die gesuchte Zahl eine fache Summe, 


eoefficienten, andererseits aus einer Determinante pter Grades, deren Elemente 
jinomialceoeffieienten sind, multiplieatorisch zusammensetzt. Wesentliche 
Vereinfachungen dieses höchst complieirten, wenngleich in seinem Bau 
wohl zu übersehenden Ausdrucks sind mir nur in den beiden oben bereits 
erwähnten Fällen gelungen: 

a) Es sim =m = + =m,_,=0, so muss auch , =h,= --=h,_,=0 


sein. wenn das betreffende Glied einen Wertli haben soll. Daher wird: 
m—1 ie 0 ) 2 X | Br ı > ON 
u 11 A... dal) 9 \/\ı 11... -1—1/ 
m—1 BD ON m id... BO 
Ar ESTER ET OEEL  Gra a 
Br Be ER Te 


Ist nın bewiesen, dass 


m—i 0 ... 0 ) (ir 3\ /m-+p—4 ( m—1l \ 
- (% ep >: RE Ara 


„11-1... A,..—1’ ,+p—3 ,+p—3- 
wo die rechte Seite nach der mehrmals angewendeten Bezeichnung eine 
Determinante (p— 1)!" Grades darstellt, so folgt 


m—1 0 m Er. 4 r- -p—4 gm IN 
2, —1 "very .. uhr (' ‘) bin = pP- \44 -p >= rn \A | p- 9y) 
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Da aber 


m\ _ PS, a1fp—2\fm+p—2—h 
2/ = Zu-1%( h/\ A4p—2 /' 


so wird, wenn man die Colonnen von der zweiten an der Reihe nach mit 


2), (#9), ... nr(P22) 


p—?2 


0 


multiplieirt und zur ersten addirt: 

‚m 0 .. 0 ) BR (atP 2: ("+P9) ( m—1 

4 —1 »—1 ... Anı-1/ 14-2) A+p—2/ °"" \)+p—2 
Diese Gleichung ist aber richtig für p= 1, also allgemein; mithin ist (15.) 
von neuem bewiesen. 


b) Es sei m =m, dagegen m =m, = :=m,=(, so hat man: 
m—1i m 0... N‘ m\/m—l—), m—4, 0... 0 
ee „1 4-1 DE RE? = 
. m—1—4,-1+p—1 m—),-+p—10. 0 
-2) G. | ), 2, a BE 


Falls nun erwiesen wäre. dass 


m—i m BE u;;, 0 ) 
21 2, —1 ee 


mi, (A, —h— 4,+-k) 


) hi I 
(m—),— + —/ 77 a, —h+p—3)!(m— 4, — + —A,-2+p—2+4,—h) 
könnte man das Obige, wenn der Kürze wegen 

m— I, —+— „,.tp-1l=x 


und statt des Ditferenzenproduets die Determinante 
schreiben: 


gesetzt wird, auch so 


vo—l) 
m—1 m () ER u 2 
2,14 —1 ),—1 ME SR? > ss 


fi 
(—p-+1)! Im (),+p—2 m! (A,—h+r) 

[# 

l22...#9 (A+1)(A+2)...(A+p-2)(iH+8);: 

denn wenn man hier nach den Elementen der letzten Colonne entwickelt. 
erhält man genau dasselbe wie oben. Nun ist aber die hier erhaltene 
Determinante gerade dem Difterenzenproduect gleich, da bei der Entwicke- 
lung der Elemente der letzten Colonne nach Potenzen von 4 (oder 4,_,—h-+1) 
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nur 4°”! zu einer nicht verschwindenden Determinante führt. Daher wäre 
die obige Formel auch richtig, wenn p statt p—1 gesetzt würde. Man hat 


aber für p=2: | 
m—1l ı m ( m—1- ym ym N | 

=) 1 SE wi‘ | 

m‘! (4, —ı +1 

— IR -DIm—,—2)!m-3,)m—. +1) ’ | 


d.h. die Formel (16.) ist ke für p=2 und also nach dem soeben ge- 
führten Beweise allgemein. 

Die Formel (20.) ist auch geeignet. die Beziehungen (10.) und (13. 
für die hier betrachteten Zahlen durch den Schluss von p auf p+1 nach- 
zuweisen. Da die Schwierigkeiten eines solchen Beweises nur in der Länge 
der Formeln, nicht in der Sache liegen, gehe ich nicht weiter darauf ein. 
Indem man aber dabei schliesslich nur auf der Grundformel der figurirten 
Zahlen fusst, wird es möglich sein, die Gültigkeit der Formeln (10.) und 
(13.) für allgemeinere Funetionen zu erweisen, deren analytischer Ausdruck 
aus (20.) zu erkennen ist, bei denen aber nicht nothwendig alle m ganze 
positive, den Bedingungen (5.) und (6.) unterworfene Zahlen sein dürfen. 
Auch dies sei hier nur angedeutet. 


6. 

Um eine bestimmtere Vorstellung von den hier betrachteten Zahlen 
zu gewinnen, dürfte es sich empfehlen, ein wenig genauer auf denjenigen 
Fall einzugehen, welcher den figurirten Zahlen am nächsten steht. 

Man hat für p=2: 

(mm, \ or —1— . 
21.) ua ee FR Ss ee ) \) 
,—1 14 / /m—m, in 
a >; 


Nun ist aber 


5, m, En x Eee Ba > ze (Mm \y mm, Ye —h\ m— 1—A,\ 
A,—h a) BUNTER EN a 
4, RN e. FERK EE as J ‚m— x © 
. = 3 ( m—m, er h, .: 1 “) _ md, S m— m (a h )(” 1—A\ 
h, ,—h, —h Di FAN eb; 
. j $e /m—m,\,m—l—h ) 
en \2 —h /\ 4 


tolglich: 


ER Ey en Were Bd 


‚Q 
( 


(21°,) wg m N\ A,— , 4 m, / m—m, \/ BE \ 
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Auch noch andere Formen ohne Determinantenfactoren in den einzelnen 
(liedern Können aus dieser Umformung entnommen werden. Eine ent- 
sprechende Umformung für den allgemeinen Fall, von deren Möglichkeit 
ich überzeugt bin, habe ich nicht auffinden können. 

Die Funectionen (21.) Könnten auch eindeutig durch folgende Eigen- 
schaften definirt werden: 


(22°) r 2) _ Aa: m, 4 Er en 


(22°) % m, )= er m, 0) a m, 2 er nr er 


m m, m m m, 00 
e2) (0-6) Gum)=d vor =0, (.)=l, 
1,17 'X00 
wobei 4, und 2, nur zunssälihe m ne m, ee sein können. Von den 


Folgerungen, welche diese Gleichungen zulassen, seien erwähnt: 


mm,‘ vr m—h m +r—h 
we er 
\ bu (2 2, zı( h A, —h ), —h 


m m m—h m —r \ 
99: ( um {> % ' 
(22°) 1}, Be 1) (2 —h 1—h 
wo r eine positive ganze Zahl auge 


yo . r M— m, 
Will man die Zahlen Ar 1.) für den Hauptfall, nämlich wenn 
vo 





hu, +, m, m, Positiv und u D m, = m ist, auswerthen, so on 


m-— m 
man wohl am besten zunächst mit Hülfe von (22’.) eine Tafel für (1 ) 
auf, etwa in folgender Ey 

‘ N 
m—1 m m!(A,—4,) 
Tafel für (' ) = = | 
4 er h, (m —1—),—2,)! 2,12, (m— 3. )(m—2,) 





= m 


= =/923 456 SI v1 oo 3 14 15 16 17 





| vir33 3 525 677 te)  » ww 11 12 15 14 19 16 


o ki IUL13 6 TE 1 3 6 5 5 656 [ke 9 105 120 


| u, 2 9! 1 2 iz. 4 4% 5 rYi 0) 104 119 

\ 0.014 19202535: 54 120 165 220 256 364 455 560 

7 | l-.-. 0516 35 64 105 160 231 320 429 560 715 896 1105 
2.:...0 5148 8 7 10 154 208 273 350 40 54 
Br 12» 35 X 126 210 330 4% 715 1001 1365 185% 

\ ll: 0953 9% 1859 350 594 945 1430 2079 2925 4004 535 
4\ er 0 21 70 162 315 550 891 1365 2002 2835 3900 5236 
3 014 2 0 165 275 429 637 910 1260 1700 
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Jede Zahl dieser Tafel wird durch Addition von höchstens drei anderen 

Zahlen derselben erhalten, welche alle in der Colonne sich finden. die der 

sesuchten Zahl voraufgeht. Mit Leichtigkeit lassen sich dann aus diese: 

Tabelle alle anderen Grössen or ”) ableiten. Die Gleichung (22°. 
: BR 


zeigt nämlich, dass die Zahlen 


m— 1 er rm—1i m—1\ /m—1 m—.N 


AI A 0.’ 2 


eine arithmetische Reihe von der Ordnung 7, bilden, für welche die An- 
fangsglieder der Hauptreihe und der Differenzreihen folgende sind: 


% —1 ee m—1\ im—3 m— 


\ 
14 2 1, —1/' \1,—-3 1 —2/' 


/ 


DD 


also gerade die Zahlen jener Tabelle, welche sieh an die erste derselben 
in der links aufwärts steigenden Diagonale anschliessen. Hiernach wird 
man z, B. folgende kleine Hülfstafel entwerfen: 








WE 

() 1 > I) 4 > 5 fi = 0 10) 

() 15 15 15 15 15 15 5 12 - m—=1. 1=5 
1 210 195 180 165 1% 125 120 105 90 m S. 4 { 
2 1512 1302 1107 927 762 612 47 357 252 162 mi 1 Fa | 
3.7560 6048 4746 3639 2712 1950 1338 S61 504 252 900 m=10, 7 ). 


Jede Zeile giebt die Differenzreihe der Zahlen in der folgenden Zeile. Die 
ne m . . 3 ‚m—imN\ 2: ' 
Vafel enthält die Werthe von (, 5) fürm-4,=4 In gleicher Art 
u u 
lässt sich an jede Diagonalreihe der vorigen Tabelle eine kleine Hülfstatel 
m—i m, \ " nn 
4; , ohne Schwierigkeit 


Y 


anschliessen, so dass die Werthe aller Zahlen 
ermittelt werden können. 


Im Anschluss an meine Untersuchungen in Bd. 82 über die Ent- 


wickelung des Zählers von Borchardts Function bemerke ich hier noch: ” 
Wenn man die obige Tabelle bis m — 4, = 9 tortsetzt, aber bereits bei m = 10 


abbrieht, so reieht dieselbe im Verein mit den eben erwähnten Nebentafeln 


für die Entwiekelung jenes Zählers bis zu »2=5 fast vollständig aus. Für 
n=5 erfordern nur 15 von 126 Determinanten C die Anwendung der in 
den vorigen Abschnitten gegebenen allgemeineren Formeln für p = 3. 4. 5: 
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und die Berechnung dieser 18 kann noch dureh Benutzung der Formel (9.) 
wesentlich vereinfacht werden. Weit ausführlicher angelegte Tafeln, wie 
z. B. die des Herrn Cayley oder diejenigen, welche hier später besprochen 
werden, müssten viel weiter ausgedehnt werden, um für jenes specielle 
Problem mit gleichem Vortheil benutzt werden zu können. 


T. 

Die zweite Gruppe der im Eingange erwähnten sechs Aufgaben 
bilden €, K und T, C, deren enger Zusammenhang aus 1) hervorgeht. 
Insofern man die Aufgabe, eine Determinante nach Producten der Elemente zu 
entwickeln, als erledigt ansehen kann, scheint es fast unnöthig, auf die Frage, 
wie jene Entwickelungen auszuführen sind, näher einzugehen. Indessen 
bleibt Einiges noch zu erwägen: einmal, welche besonderen Vortheile für 
eine successive Berechnung sich aus dem eigenthümlichen Bau der Deter- 
minanten C ziehen lassen; dann, in welcher Art gleiche Glieder in einer 
solehen Determinantenentwickelung auftreten und wie also der Zahlenfactor 
eines bestimmten A sich gestaltet; endlich in welchem Zusammenhang die 
bei der neuen Aufgabe auftretenden Zahlen mit den bisher untersuchten 
stehen. Eine erschöpfende Beantwortung dieser Fragen beabsichtige ich 
hier nicht, sondern ich beschränke mich auf wenige Anmerkungen. 

Für ein Reeursionsverfahren eignet sich vorzüglich die sehon oben 
benutzte Formel, welche man erhält, wenn man C nach den Elementen der 
ersten Colonne entwickelt: 


r—i 


»)‘) Y — I Y 
(23.) O1, 4 = Zı(-1) C,,— . C +1,24 2 


untl rt 1,4, ++ Ir 1 / 


wo also in dem C des (A+1)ten Gliedes der Index 4, fehlt, alle vorauf- 
oehenden aber um Eins zu erhöhen sind. >Steigt man bei der Tafelcon- 
struetion von den niedrigeren Dimensionen der Funetion und von den Deter- 
minanten geringeren Grades allmählich auf, so kann man eine bessere Re- 
eursionsformel sich nieht wünschen. Die Entwiekelung nach den Elementen 
der letzten Colonne könnte wohl auch verwerthet werden; sie wird aber 
im allgemeinen mehr Glieder liefern als (23.), weil in der letzten Colonne 
kein Index < 1 oder > u sieh vorfinden kann. 

Herr Nägelsbach hat in der oben eitirten Abhandlung (8. VID) eine 
Formel für C,, gegeben. Etwas verallgemeinert lautet sie: 
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(24.) C _ Z(1y (m—1)! (mim; 14 +m,) 
at. ri \ ' ' 


- a  - 
m,.m.....My! 


wo die Summe über alle Werthe von m,. ... m, sich erstreckt. für welche 


m tm+ +m,=mZr 
(24",) und 
l.mı 4+2.m; +. +u.m, = u 


ist. Der Beweis wird leicht, indem man C nach den Elementen der ersten 
Zeile entwickelt, durch vollständige Induetion geführt, zunächst für 4= 1. 
dann für ein beliebiges 4. Oder es ist auch (24.) eine unmittelbare Folge 
von 1) in Verbindung mit Bd. 81 dieses Journals 8. 285 f. Anstatt näm- 


m, m 


lich den Factor von ej"...e,“ in der Entwickelung von C, ,ı zu suchen, 


du 


kann man nach 1) auch denjenigen von € ‚_, in der Entwickelung von 


T,„ ,„, ermitteln. Und nach Bd. 81 ist das Vorzeichen dieses Coeffieienten 


Er 
(— 1)", sein Werth aber gleich der Anzahl von verschiedenen Anord- 
nungen für die m +m;+:---+m, Summanden 1, 2, ... «, durch deren Ad- 
dition zu a—r die Zahl »+4-—1 erzeugt werden soll, wobei indessen keiner 
der Summanden 4, +1, ... « an die letzte Stelle gesetzt werden darf. 
Dass +r—1l= u, sowie dass die Zahl m, nur Null oder Eins sein kann. 
im letztern Falle aber alle übrigen m, Null sind, bedarf wohl kaum der 
Erwähnung. 

Noch allgemeiner als (24.) ist die folgende Formel: Unter der Vor- 
aussetzung, dass jede der Differenzen A, —4,. 4, — hr, ... 4,_3—4,_, mindestens 
den Werth p—2 hat, besteht die Gleichung: 


m; 
Jr r—m (m—p)! M;,—ı m i 
2.) (©, .. = zZ) -—, |. CH MC, 
kön dp 1 MM... Mi. ! F 
m; _,-p+1 
wobei 
Mm; m; Mi +1 ++ MM, 49 —2 Mi + TM; ur, 
25%.) Mm;,,-ı — I. Mm; Mi} 42-3 M; +n m, —1 
rt . . — 
m; i 
TEE a r nn ur 
vol Mm; pt Mi Mi, tm;,_ 14 | m. —p-+1 


gesetzt ıst, in der letzten Determinantenzeile aber ein etwa auftretendes m 
15* 
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mit negativem Index durch Null und m, durch -m+p—1 zu ersetzen ist. 
Das Summenzeichen in (25.) hat natürlich dieselbe Bedeutung wie in (24.). 
Der Beweis ist wohl am einfachsten so zu führen, dass man C in eine 
Determinante pten Grades umformt: 


k=er—p 
PL Y BER k 
(26.) Ü = I ++ Ay re (- 1)" 0,,,-1-, 


fi I PER? au Ar—p—k 
(wobei rechts die schon mehrfach benutzte abgekürzte Bezeichnung ange- 
wendet ist) und dann (24.) für den Fall =1 verwerthet. Aus dieser Um- 
formung von C lässt sich auch ungefähr übersehen, wie der Ausdruck für 
C im allgemeinen Fall, wenn die Bedingung 4,_,—4, —p-—2 wegfällt, sich 
sestalten muss. Es werden dabei ausser der Determinante (25°) noch ge- 
wisse ihrer Partialdeterminanten eine Rolle spielen. Näheres darüber viel- 
leicht bei einer andern Gelegenheit. 

Der Zusammenhang zwischen den Zahlen, welche bei diesen Ent- 
wiekelungen auftreten, und den vorher ($2 bis 6) betrachteten wird, wie 
gesagt, für jede Dimension durch ein System linearer Gleichungen gegeben. 
Indem die Ausdrücke sämmtlicher C von der Dimension « in den T zu- 
sammengestellt werden, soll die Anordnung des Systems derartig sein, dass 
die © in gewöhnlicher Reihenfolge geschrieben werden — d.h. dasjenige 
© steht voran, bei welchem ein höherer Index eine frühere Stelle einnimmt, 
— und dass die Indexreihe des T, welches in der Aten Colonne steht, der- 
jenigen des C in der Atem Zeile eonjugirt ist. Dabei tritt dann deutlich 
hervor, dass die Determinante des Systems den Werth Eins hat; denn jedes 
(Glied der Diagonalreihe ist gleich Eins und alle folgenden verschwinden. 
In dem Ausdruck für ©, ,_, lautet nämlich der Zahlenfactor des Diagonal- 
oliedes 

RE ER 0 Wr An) 
121 4,1... %,4—1 


und er ist in Folge von (8.) der Einheit gleich. Sei ferner A,4,...4,_, eine 
Indexreihe, welche bei der gewählten Ordnung später als A,4,...4,_, zu 
stehen kommt, so muss z.B. 4,>4, sein, während alle voraufgehenden 
, den entsprechenden #' gleich sind. Irgend ein T, welches in dem Aus- 
druck für C,.,_, dem Diagonalgliede folgt, wird also repräsentirt durch 


v 


2’ 


r mann 1 


A,—h, nl 1% — A-ıyAn- ge Ar 








u den 


71. 
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und sein Zahlenfactor 


Bar: Wi ve ho) 
ET Te Ze One ni Be 


verschwindet, weil er durch Anwendung von (8.) auf eine solche Form 
kommt, dass der erste untere Index 4,—1 grösser ist als der darüber- 
stehende 4,—1. 

Nun ist leicht zu übersehen, wie sich der Faetor von €, , , in der 
Entwickelung von T,,....,_, als eine Determinante aus verallgemeinerten 
figurirten Zahlen darstellen wird. Man bilde die auf A,4,...2,_, folgenden 
Indexreihen bis zu derjenigen, welche zu a,«,...@,„_, eonjugirt ist: dieselben 


-/ 


seien Aydıe.. A, 5 0. AA... . Ferner bilde man die eonjugirten Reihen 


1.’ 
1% Ah, Mn 1 


O-D_40-D 0-1) _ 20-1) in n 
. ı a Oo ME, 
Letztere liefern für die einzelnen Colonnen der Reihe nach die charakte- 
ristischen oberen, erstere für die einzelnen Zeilen die unteren Indiees: so 
ist also 

‚al AI I) AI —AN) ... 

Vo aa A O4 ) 
1} 


dasjenige Element der Determinante, welches gleichzeitig in der (o+1)"" 
Colonne und in der oter Zeile steht. Die Determinante ist schliesslich noch 
mit (—1)” zu multiplieiren. Ihr Bau ist derartig, dass rechts auf jedes Glied 
der Hauptdiagonale zuerst eine Eins dann nur Nullen folgen. Wenn man 
sie also entweder nach den Elementen der ersten Colonne oder nach denen 
der letzten Zeile entwickelt, so werden die Factoren dieser Elemente dureh 
Determinanten von gleichem Bau aber immer niedrigerem Grade dargestellt. 
Mit andern Worten: Zwischen den Zahlen der Aufgabe €, T und denen der 
Aufgabe T, C lassen sich zwei Gruppen von einfachen Beziehungen an- 
seben. Im nächsten Abschnitt wird sich dies noch klarer und bestimmter 
aussprechen lassen. 


5. 
Für die Praxis dürfte das folgende Ergebniss aller bisherigen Be- 
trachtungen nicht ohne Vortheil sein: Für jede Dimension lassen sich die 
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einzigen Quadrattafel zusammenfassen, und die successive Construction dieser 


Tafeln ist eine ausserordentlich einfache. 


für die acht ersten Dimensionen und füge nachher einige Bemerkungen über 


deren Einrichtung und Herstellung bei. 
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Itesultate der vier Aufgaben, bei welchen die C eine Rolle spielen, in einer 


Ich gebe zunächst die Tabellen 







































Tafeln für den Zusammenhang der 0, T, K. 
# C, — T. u K.. 
11. 111. 
T, 1 T, f 1 T, I z, 
C, 1 —] C, C, 1 —2 un Bi 
‚ae an, ne u Ser 
EEE w 
K, 1 K,, K, 
IV. 
T, Er T, 11 T,, , I, T, 
Ü 1 —5 +1 a Cu 
C,, B) 1 —1 —1 +1\,C,, 
Ei 2 1 —i V Q,, 
C, 3 2 ı 1-—1|C, 
Be 1 1 1 E IE 
K,.,K, K.K,K, 
V. 
T, d T, 2 T| 23 T, 23 T;; T,; T; 
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bed u u u IND IND 
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C; 1 —5 +6 +4 —1 —6 —53 +1 +2 +2 —1 (0 

C;1 > ıi—-3 —1 +1 +4 +41 Iı—-2 —1 +1 (Cu 

Ca 9 3 1-1-1 0+1 0+1-1 09 Cu 

Ca 10 4 | l 0 —2 —1 +1 +1 +1 —1 GG; 

03; 5 21 0 1-+1+1— 09 09I0 

C;;| 16 S 4 2 2 ı —ı —| 0 +1 V Ca 

Ca ww: 9» 8 5 | | 0 1=1 +1 | & 

Ca #) 3 2 | 1 | () u () 0!G 

Can y () 4 5 Be 2 l | I —| ) Cn 

Cr > 4 3 > 2 2 > | l ı —11C, 

Can | 1 l | | | | | | ıLıCc 

K+ Kır Ki Kia Ks» Kia Kır K: Ka Ks Ki 
v1. 
T: Tr Ti» Tıs Tı» To Tıa Ts Ti: Ta Tıs Tı Ts Te Th; 
C 1 —6 +10 +5 —4 —12 —4 +3 +3 +6 +3 —2 —2 —2 +1 |C, 
Ci 6 1-4 —1 43 +6 +1 —3 — | —1 +2 +2 +1 —1 (0% 
GC; lH 4 1 —1-2 +1+1-+2 | 0 —] 0 —1 +1 0 IC 
Os11 1 5 13 l 0. —3 —1 +1 +2 +2 +1 —-2 —1 —1+1 GG 
Us 14 5 2 () I —2 +1 -—1 +2 ee er rn (0) 0 © 
Up: 5 15 6 3 1 —1 —1-—-1+1+1+1 0-1 09 Ga 
Can 20 10 4 Iı 1 0 0-2-—-1+1+1+1-—1 (, 
a 0 5 23 10 1 -1—-141+41—1 0 0/6 
O2 zı 1 6 3 3 > () | een ee ae Ü) 0 IC 
Oyaıı 3 20 11 36 .: 2:3 | I —ı —| 0 +1 0 |Cu 
Gun !1l5 10 6 5) 5 ‚> 5 | | | 1 0 1 —1 l | C, 
Ca 14 9 6 4 4 ie rare 6 Ei 
COaaıı I4 10 { 6 .) { 3 3 > 2 | | I —ı1 O | Ca 
CGml| 6 5 4 4 3 > 2 3232 23 23 l | 1 —1 (Cu 
Cam 1 1 | | | | 1 | | | | | l 1 LG 
K: Kr Kia: Kia Ki: Ki; Kıs Kos Ki; 
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Für den Gebrauch der Tafeln ist zu merken: Von den Bezeichnungen 
der Zeilen und Colonnen gehören zusammen links und oben, rechts und 
unten. Die gesuchten Zahlen findet man in der Zeile oder Colonne, welche 
unmittelbar an die gesuchte Function sieh anschliesst: dabei hat man aber 
nur bis zu der ausgezeichneten Diagonale vorzugehen, während alle Felder 
jenseits derselben für die betreffende Entwickelung Nullen enthalten z. B. 

Cs — 2ST.- + 9T,a+ 3T ..+ op ? — — RK, 7 K.: . 
Kasi — 150— 5C-,+ EC . 
KK. — c C; = C,+ 2C..+ C.+ E . 


Bei der Bezeichnung der Zeilen sind links die C in gewöhnlicher Folge 
geordnet, rechts derart, dass auf derselben Zeile conjugirte Indexreihen 
stehen. Oben die T, unten die K folgen so auf einander, dass die Index- 
reihe der Aten Colonne mit ‚derjenigen auf der rechten Seite der A! Zeile 
übereinstimmt. Daraus folgt z. B., dass ein T oder K desto früher gesetzt 
ist. je mehr Indices es hat. 

Berechnet sind die Zahlen rechts von der Hauptdiagonale zeilen- 
weise nach (23.), die unteren Zeilen zuerst. Um die Felder links von der 
Diagonale zu füllen, kann man zunächst mit Vortheil (9.) anwenden. Weil 
es, wie bemerkt, erlaubt ist, die Anzahl der f gleich der Anzahl m von 
Indices des betreffenden T zu setzen, wird man aus (9) Nutzen ziehen. 
sobald m.r < 2u ist: dann findet sich nämlich die Zahl auf der rechten 
Seite von (9.) schon in der Tafel für eine niedrigere Dimension. So führt 
z.B. die Entwickelung von C,, nach den T auf die vierte Dimension für 
die T mit vier, auf die siebente für die mit fünf Indices, andrerseits werden 
die Zahlen dieser Entwickelung für die T mit sechs Indices bei der zehnten 
Dimension Verwendung finden. Nimmt man hinzu, dass eine Reihe von 
Zahlen Binomialeoeffieienten sind, so lassen sich viele Felder ohne weiteres 
ausfüllen. z. B. bei der achten Dimension 149 von 253 (einschliesslich der 
Diagonalfelder); und rechnet man die C, welche nur zwei Indices höher 
als Eins haben, hinzu, da deren Entwickelungszahlen ganz besonders leicht 
anzugeben sind, so erhöht sich jene Zahl auf 211. Die übrigen Felder 
werden dann, indem man zeilenweise von oben nach unten vorschreitet, 
gleichfalls mit geringer Mühe nach (11.) oder (13.) ausgefüllt. 

Die successive Construction der Tafeln ist also höchst einfach. 
Trotzdem wird es wünschenswerth sein, gewisse Proben für die Richtigkeit 
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des schliesslichen Resultats zu besitzen. In dieser Beziehung kann Fol- 
vendes erwähnt werden: 

@) Schneidet man aus einer solchen Tafel irgend ein Quadrat von 
mindestens vier Feldern so aus, dass ein T'heil der Hauptdiagonale darin 
eine Diagonale vorstellt, so besteht, falls a. @, ... a, die Zahlen in der 
einen Reihe von Randfeldern dieses Quadrats und 5,, b., ... 5b, die ent- 
sprechenden in der parallelen Reihe von Randfeldern bedeuten, die Gleiehung: 

27.) ab+@b+'.+a,b, = V, 
wobei es gleichgültig ist, ob man die horizontal oder die vertikal neben 
einander liegenden Randfelder gewählt hat. Die Allgemeingültigkeit von 
(27.) folgt aus den Bemerkungen am Schluss von $ 7. Weil aber die 
letzte Zeile jeder Tafel nur Eins enthält, so ergiebt sich der Zusatz: „Die 
Summe aus der Eins eines Diagonalfeldes und allen in derselben Zeile rechts 


folgenden Zahlen ist stets Null“. Daher beiläufig: „Sind &, &,... £, die 
url_ ER, a 
von —1 verschiedenen Werthe von y-—1, falls u gerade, oder von y-+1, 


falls u ungerade, so ist die Summe aller T von irgend einer der Dimensionen 
2,3, ... « stets gleich Null“. Alle e und alle K sind nämlich in diesem 
Falle gleieh Eins, femer &, =G=---C,=1 und alle andern C von den 
Dimensionen 2, 3, ... « verschwinden. Noch manche andere nicht un- 
interessante Beziehungen könnten aus (27.) geschlossen werden, z. B. durch 
Hinzunahme von (24.). 

P) In der ersten Colonne sind stets zwei Zahlen gleich, wenn die 
Indexreihen der zugehörigen C conjugirt sind. Der Satz lässt sich als 
Formel so aussprechen: 

(28.\ u—l uw Ba 0 ) ” u—1 Mi Boa 0 ) 

1A 1 4,—1... ,—1l K,-1M— .... %1—1/’ 
vorausgesetzt, dass A, ... 4,_, und 4, ... 4,_, eonjugirte Indexreihen von 
der Dimension « sind. Den Beweis erhält man, indem man beide Seiten 
von (28.) nach (11.) entwickelt. Auf der rechten Seite von (11.) fällt 
nämlich im vorliegenden Falle das erste Glied fort; von den übrigen findet 
sich zu jedem Gliede der einen Entwickelung ein entsprechendes in der 
andern derart, dass die zugehörigen Indexreihen eonjugirt sind. Da nun 
der Satz, wie die Anschauung lehrt, für die niedrigsten Dimensionen richtig 
ist, so ist er es allgemein. Eine ähnliche Eigenschaft der Zahlen in der 
letzten Colonne lässt sich auch leicht nachweisen. 
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Von den im Eingang der Arbeit erwähnten sechs Aufgaben sind 
T, K und K, T eigentlich noch zu besprechen. Erstere ist oft und auf 
verschiedene Art gelöst, letztere nur in wenigen Speeialfällen behandelt. 
Hier ergiebt sich eine gemeinsame Lösungsart für beide Aufgaben. Jede 
Zahl einer solehen Entwiekelung stellt sich dar als eine Summe von Pro- 
dueten aus je zwei Factoren, deren jeder zu einer der im Voraufgehenden 
behandelten Zahlenklassen gehört: und zwar ist bei der Aufgabe K, T 
jeder derartige Factor eine von den Zahlen, wie sie in den $$ 2 bis 6 
untersucht sind, bei T, K gehört er zur Zahlengruppe des $ 7. Aus den 
vorhin besprochenen Tafeln lässt sich also durch eine kleine Nebenrechnung 
der Coefficient eines bestimmten K in der Entwickelung eines T sowie auch 
derjenige eines T in der Entwickelung eines X entnehmen. Für die Theorie 
mögen hier noch recht interessante Folgerungen sich ergeben; an diese 
Untersuchung bin ich aber bis jetzt nicht herangetreten. Bemerkenswerth 
ist z. B. die Gleichung: 


‚u—-1l u dd... 0 ‚m—1 m om 
ALFA. AHA 5. UV 
(29.) | 
| u! 
1!) (2 1)... (u) 


wobei A, ... 4,_, und 4. ... 4,_, eonjugirte Indexreihen bedeuten, die Summe 


über alle verschiedenen Reihen 2,, ...4,_, von der Dimension u zu erstrecken 
Ist, m, Mı ... m, für die Summation eonstant sind und zwar so, dass 
Mm Tm, = m, 
(29°,) 
1.m+2.m + +u.m, = u 


ist. Die Formel folgt aus dem polynomischen Satz. Ferner verdient Be- 
achtung die aus (3.) sich ergebende Gleichung: 


55 Be ae \fm’—1 m, ui m \ 
u ET a ME... tr 
(30.) 
I (7 ur TR (er Ms Mr 
u, 11... n-/\, 12 — ... 4. 1) 


wo die 4 und 4 wieder conjugirte Reihen, die m und m’ aber beliebige, den 
Gleichungen (29°.) genügende, in der Summe eonstante Zahlen sind. Aechn- 
liche Formeln für die Zahlen des $ 7 könnte man aus dem bekannten Ausdruck 
in den K für die Potenzsummen der f und aus dem Satz (4.) entnehmen. 


Insterburg, den 16. April 1881. 
















Kurze Ableitung der Riemannschen Thetaformel. 
(Von Herrn F. Prym in Würzburg.) 


fundene Verfahren erlaube ich mir im Folgenden mitzutheilen, während ich 
bezüglich alles Uebrigen auf die erwähnte Arbeit verweisen muss. 


Die p-fach unendliche 9-Reihe: 


rakteristikentheorie. 





S 
FE d 
Iı einer soeben erschienenen Arbeit*) habe ich eine von Riemann 
herrührende Formel, die für die Theorie der Thetafunetionen als eine funda- 
mentale anzusehen ist, abgeleitet und ich erwähnte zugleich, dass das zur 
N . 2 r 4 . . Y 
zur Gewinnung derselben angewandte Verfahren durch ein bedeutend ein- 
facheres ersetzt werden könne. Dieses neue, im Jahre 1880 von mir ge- ( 


| 
€ € 
+ pl, 
|; 2. Hl (dı.../0,) [i 
| € 0° nu=P ü Me 
abuse nu Zr au (mr E)(mu+ -)+?8 Mut — vu+ jn ai) 
. 2 2 u a /\ 2 
= 23 
‚=_—.Z Ay: 
Auu — A, u) 
bei der die e, € ganze Zahlen bezeichnen, und die 4p(p+1) Constanten a 
nur der für die Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden 
Bedingung, dass der reelle Theil von E2&a,.m,m,. wesentlich negativ sei, 
4 i 
unterworfen sein sollen, stellt eine einwerthige und für endliche o auch stetige 
Funetion der complexen Veränderlichen v,, ..., v, dar, welche den Gleichungen: 
€ .e, € € Ei 
) 9% ]l@l...lo+ail...le) = | "7 ]tenl...1o,l...10)e” 
se a (% v,+nil...|d,) u PR (v 3 u)e , 
| en 5 u ° —20,—a,,—&,ni | q 
(11.) 9° :\(oı+a, .|%,+9,) = 9“ | ...|0,)e rt 
A ARRRE 
„=1,..,P; 


*) Untersuchungen über die Riemannsche Thetaformel und die Riemannsche Cha- 
Leipzig, Teubner. 
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genügt. Erfüllt umgekehrt eine einwerthige und für endliche »o auch immer 
stetige Funetion f(v,|...v,) der complexen Veränderlichen ®,, ..., », die 
Bedingungen: 


f(io,|\...\0,+r8l...|v,) = floil...|o,|...|o,)e®”, 


vi, .. a 
-2P, —4a,, —&,mi P» 
f\ ®, + d,, ..%». Ö, + Ü,, ) _- fi ©, oo... Ü ) e D 


ö i . ins i 
so kann sie sieh von der Funetion 1 "I(®,|...®,) nur um einen von 
l 


I 
Wr 


den sämmtlichen Grössen vo unabhängigen Factor unterscheiden. 
Im Rn soll das System: 


1 __ u=p x, u... 
Ö, z* -a lu + De TR . ® ® ® v eu BP: 2 nr 2 710 “ 
- ul 


wobei unter den z, x ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit 
% , i i 

°+ |, ), und entsprechend das System v, ... v, mit (e) bezeichnet werden: 

auch soll, wenn dadurch kein Missverständniss zu befürchten, der Zahlen- 


€ ...» €, * PY M [3 * * 
«omplex [: v1. der die Charakteristik der 9-Reihe genannt wird, durch 
ie 


€ .. er . y. . 
M oder noch einfacher durch [e] repräsentirt werden. Wie sich durch 


. N . € 0. . e . 
Betrachtung der die Funetion >] ((e)) definirenden Reihe leicht ergiebt, 


bestehen dann die Relationen: 


| olsle+ 3) 


( A.) U=P dd X Y u= j} e v4 
UTu —. . m E- dA —. ) Fl 77\ 
E-+x Ss = Bun 4 = x,(e. 5 ‚12 N 5 ‚tt} 
= 917°, |(o)e 4 # r 2 er 
.& A 
e-+% 


9 - 
(B..) I €, el ((®)) 3 $... 








Le, . Br sch Fe FE 
€ € N £ ... 
(B..) ern ’|((e)) = "9 | |); 
7 ARE WE FE SE EM 
ı nn l ! } 
vy=pv 
ZB 
rc Er 
(C.) 9; "| 9) = (-1)" >| ko); 
a YA * 


aus denen für ganzzahlige A, # noch die Formel: 


E71 / 2A | 
% . i )) 
u=p U =p u= p r um 2 , ! 
-E Zahl 22 hot (euhte,h)a 
u ] e\ > we si ui 
= 9[;, |) e 


(D.) 


_ 














(1.) 


\ 
| 
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folgt. Die Gleichungen (B..), (B;.) zeigen, dass im Ganzen nur 2” wesent- 
” . Y . € \ . . .. 
lich verschiedene Funetionen 9 %,| ((e)) existiren; als Repräsentanten der- 


selben können diejenigen 2” angesehen werden, deren Charakteristiken nur 
die Zahlen 0, 1 als Elemente enthalten. Charakteristiken von dieser Art 
sollen Normalcharakteristiken genannt werden. 

Mit Rücksicht auf die nachstehende Untersuchung verstehe man jetzt 
unter z,, ©,, w,,#t, =], ..., p) 4p unabhängige Veränderliche und de- 
finire die 4p Grössen «,, o,, w,, t, r=1,..., p) als lineare Funetionen 
derselben durch die Gleichungen: 


u,+v,+w,+t, = 2u,, 


v 


\ 
e 


u+r,-w,—i, 
(S.) ‚tr ’ 2) 3 v9, v— 1. p. 
u,-v,+tw,—t = 


u,—v,—w,+t, = 2t, 


| 
DD 
nl 
S 


Beachtet man dann, dass durch passende Verbindung dieser Gleichungen 
(S.) die Gleichungen: 
iw,+v,+w,+t, = 2u,, 
5 lu,+te,—w,—t, = 2%,, 
($.) “ae = 72 al,..% 
u,—v,+w,—t, = 2w,, 
w,—v,—w,+tt, = 2t,, 
entstehen, so erkennt man, dass in allen Formeln, in denen neben den 
Grössen (@), (©), (ww), (f) als unabhängigen Veränderlichen die Grössen 
@), (e), (w’), (f) auftreten, unbeschadet der Richtigkeit die ersteren mit 
den letzteren beziehlich vertauscht werden können. 
Nach diesen Vorbereitungen bilde man das Product: 


IF ‘| (ate+w+E)Y M ((u+e—w—t)) 4 A (we +w—N)F M ((w 


betrachte dasselbe, indem man zunächst von den Grössen (ve), (w), (f) ab- 





r—w+t)), 


sieht, als Funetion der unabhängigen Veränderlichen 2w,, .... 2«, und be- 


. ® € ook, ’c fa . . . . 
zeichne es entsprechend mit a "am, ....2u,); die Funetion g ist dann 
ol, 
definirt dureh die Gleichung: 


ee 
| s |(2u +12 
r En. .E, as ») 


— 9 ‘| (u+e+ec+f)) |‘) (uter-—e—N)d M (w—ec+w—t)) ‘| ((a—t—w+E)). 
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Be > El 2 \ ® A . . : ri 
Lässt man nun in dieser Gleichung das eine Mal x, in «,+ 5, das andere 
4 dı, | d,, .. PR . . . 
Mal a, |... a, in + PEALEEEL Tuer übergehen und wendet jedes Mal die 


Formel (A.) an, so erhält man die Relationen: 














& ...8 ' 8... € &,| Ä 
1 P ‘ ‘ ! : ‘ rn 1 ) m 1 ‘ . \ 
AR „| Zu ...|2u,+ni|...2u) = 9 Se (2u,|...|2u,|...|2u,). 
Br, p gon% ' ..». p” 
€ N ' v ...e, 5 re + 
pl: „I2um+a,|... 1 2u,+0,) = yl. | ai.) ° 7° 
Een, Er. € rn 
v—_1Ü, ..., PD. 


Ersetzt man dagegen das eine Mal e, durch &, +2, das andere Mal e, durch 
e, +2 und wendet die Formeln (B,.), (B,.) an, so entstehen die Relationen: 
+82 


a. 08. 
pl, ’ ((2u)) |,  I(2u)). 
Kaere € ac ä LE er. € Se E 

V yP ) p 


N Eee. €, (20) f 


E ser Eyers&p] 
Le... +2...e u 
v— er ı ) m" 


I 














((2u)). 


Setzt man jetzt weiter: 


FR - 
(2) Si(2u...2u) = &y 1" |c2w, ...) 2U,) 


— wobei die Summation auf der rechten Seite über alle T'erme zu er- 

strecken ist, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, wenn man darin 

an Stelle der 2p Buchstaben &, ..., &,5 Ey +. ., &, die 2°” Variationen deı 

Elemente 0, 1 zur 2pten Classe mit Wiederholung, oder, was dasselbe, an 

\ €, ...€ . . J r u 

Stelle von ® der Reihe nach die 2” Normalcharakteristiken treten 

Een], 

lässt — und berücksichtigt, dass in Folge der beiden letzten für die Func- 

tion p aufgestellten Relationen bei der rechts stehenden Summe nur die An- 

ordnung der Summanden geändert, der Werth der Summe selbst also in 

keiner Weise alterirt wird, wenn man in dem hinter dem Summenzeichen 
E, 0..&, 

stehenden Ausdrucke 4 R * |((2W) e, durch e,+1 oder &, dureh &+1 er- 
E, 


setzt, so ergeben sich aus den beiden ersten für die Funetion 9 aufgestell- 


. . Be: N _ Pr 
ten Relationen, indem man bei jeder derselben an Stelle von |; ”| der 


t 


Reihe nach die sämmtlichen 2°” Normaleharakteristiken treten lässt und die 
2°” so entstehenden Gleichungen addirt, für die unter (2.) definirte Funetion 


&$ die Relationen: 
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P(2u, ... 2u,+78l...2u) = (u |...|2u,|...|2u,); 
$b(2u.+a, .../2u,+a,) = P(2u |... 2u,)e tr or, 


Nach dem im Eingange Bemerkten folgt aber hieraus, dass die Function & 
0...0 


0...0 
der Charakteristik durch 9((2u)) bezeichnet werden soll — nur um einen 


„a1, ..., P. 


sich von der Function 9| |@w) — (die in der Folge mit Unterdrückung 
von den sämmtlichen Grössen a unabhängigen Factor unterscheiden kann. 
Berücksichtigt man dann noch, dass das oben mit g bezeichnete 9-Produet 
seinen Werth nicht ändert, wenn man irgend zwei der Variablensysteme 
(@), (©), (w), (f) mit einander vertauscht, so erkennt man, dass auch die 
Funetion ? eine symmetrische Function der Variablensysteme (x), (v), (w), (£) 
ist und dass dieselbe daher als Function von (2e), (2w), oder (2) betrachtet 
dieselben Eigenschaften wie als Function von (2«) besitzt. Daraus ergiebt 
sich, unter Hinzuziehung des schon vorher gewonnenen Resultates, dass 

pP=&.9((2u)),, PB,=B.I((2e), &=B,.I((2w)), P=C.4((20)) 


gesetzt werden darf, wobei &, von den Variablen (=), ®, von den Variablen 
(a). (ve), D, von den Variablen (x), (ve), (w) unabhängig ist, endlich C eine 
von allen Variablen (x), (©), (w). (f) unabhängige Uonstante bezeichnet, und 
man gelangt auf diese Weise zu der Gleichung: 

3.) P(2u, |... 2u,) = (4 ((2u)) I((20))9 ((2w)) F (20). 
Führt man den so für & gefundenen Ausdruck in die Gleichung (2.) ein 
und ersetzt zugleich die auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende 
Funetion g durch das mit ihr identische, unter (1.) angegebene 4-Produet, 
nachdem man in dasselbe mit Hülfe der Gleichungen (S) die Grössen 
(Zu), (Ze), (Zw), (28) eingeführt hat, so erhält man schliesslich die Gleichung: 
' CI2U))Il2e))IFll2w)) I (2%) 
— 2 IE] ((2u)) Fe] (C2e/)) I LE] ((2w’)) Fe] ((28)). 


rg 


(4.) 


Zum Zwecke der Bestimmung der Grösse C, die zwar in Bezug auf 
die Variablen (w). (ve), (w), (£) constant ist, die aber möglicherweise von den 


$-Modulen a,, abhängig sein könnte, soll zunächst aus der letzten Glei- 


ul 


chung eine allgemeinere abgeleitet werden. Zu dem Ende lasse man in 


derselben: 


’ 


beziehlich übergehen, indem man unter 21, „2.5, 9,5 My en N 


die 2p Ele- 


ji ) 


De er nen anne 
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mente einer beliebigen der 2” Normalcharakteristiken versteht. und berück- 
sichtige, dass dadurch: 


ip) “ 

/ fa fa fa E . < f E72 \ zZ N < N 

(2u'), (2v'), (2w’). (2) im (2u’+ An’ (2v'), (2w'), (21 
, 27 


beziehlich übergehen. Wendet man dann auf die linke Seite der so ent- 
standenen Gleichung die Formel (A.), auf die rechte die Formel (D.) an 
und vertauscht zugleich die Variablensysteme («), (©). (w). (£) mit den 
Variablensystemen (w), (©), (w’), (t) beziehlich. so erhält man die »e- 
wünschte allgemeinere Gleichung in der Form: 
C3[n\((2u))$[n]((2e')) 47] ((2w’)) In] (28) 
2 up | 
SI (ENT EN) 

im =(-1)' ’ le) ((Zu))FlE)((2e))Ile]((2w)) Ile] (21 
Ersetzt man jetzt in der Gleichung (4.) den Buchstaben &e durch den 
Buchstaben 7 und führt auf der rechten Seite der so geänderten Gleichung 
an Stelle des allgemeinen Gliedes den aus (5.) dafür sich ergebenden Aus- 
druck ein, so erhält man: 


0% (ZU) Il2E)) ID) I 2t\) 


u} 
“ 2 ” _ " 2 Eu EN 
zu E43 [E)((2w)) I E]((2e Ile) ((Zw))Fl[e] ZN ZI 1)r 


(€) 
und findet hieraus. indem man berücksichtigt. dass die auf der rechten 
Seite vorkommende in besondere Klammern eingeschlossene Summe nu 
dann einen von Null verschiedenen Werth, und zwar den Werth 2” besitzt. 
wenn alle Grössen &, &€ den Werth Null haben: 

GC CC=-t+2, 
wobei das Vorzeichen, welches von den 9-Modulen a,, abhängige sein 
könnte, noch zu bestimmen ist. 

Die die Function 3 [2] ((e)) darstellende keihe ist, solange die Grössen 
a,, der angegebenen, zur Convergenz der lhieihe nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingung, die für das Folgende stets als erfüllt vorausgesetzt 
sei, genügen, immer eine stetige Function dieser Grössen, auch können bei 
gegebenen Werthen der a,, die Werthe der Grössen ®,, ©. ..., ®, stets 
so bestimmt werden, dass die Funetion $[e]((v)) einen von Null verschie- 
denen endlichen Werth erhält; berücksichtigt man dies, so zeigt die Glei- 


chung (4.), dass sich C als Quotient zweier in Bezug auf die Grössen a,, 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 17 
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stetiger Funcetionen darstellen lässt, deren Verschwinden bei festgehaltenen 
Werthen der «a,,. durch passende Wahl der den Werth von C in keiner Weise 
beeinflussenden Werthe von (x), (©), (w), (#) immer vermieden werden kann. 
Daraus folgt aber zunächst, dass die Grösse C eine stetige Function der sämmt- 
lichen Grössen «@,,. ist, und weiter dann mit Rücksicht auf das schon oben 
(refundene, dass dieselbe entweder stets den Werth +2? oder stets den Werth 
— 2" besitzt, jenachdem sie für irgend ein System von Werthen der «a, 
den Werth +2” oder den Werth —2” hat. Lässt man aber in der Glei- 
chung (4.) sämmtliche Grössen «a,,,, bei denen «u = w ist, gegen 0, zugleich 
die reellen Theile der Grössen a, @, ..., 4, gegen —x gehen, berück- 
siehtigt auch, dass unter dem Einflusse dieses Aenderungsprocesses die Fune- 
tion le] ((e)), welehe Werthe auch ihre Argumente besitzen, immer gegen 
die Grenze 0 eonvergirt, wenn auch nur eine der Grössen &, &. ..., &, von 0) 
verschieden ist, gegen die Grenze 1 dagegen, wenn , =& = +: 


‘=&,=V\ 
ist, und dass daher das auf der linken Seite von (4.) stehende 9-Product 
gegen 1, die auf der rechten Seite stehende Summe gegen 2’ convergirt, 
so erkennt man, dass C als Quotient dieser gegen 2” und 1 beziehlich 
eonvergirenden Grössen jedenfalls den Werth -+2” besitzt, wenn bei gegen 
0 convergirenden a, (u u’) die reellen Theile der Grössen «a, &, ..., @,, 
hinreichend weit in's Negative geschoben sind, und es ist daher auch für 
jedes System von Werthen der «a 


uw ® 
C= 2. 

Führt man den gefundenen Werth an Stelle von C in die Gleichung 
(4.) ein und vertauscht zugleich die Variablensysteme (2«), (2v), (2), (2) 
mit den Variablensystemen (Zw), (2v’), (2w'), (2) beziehlich, so erhält 
man die 


Riemann'sche Thetaformel: 
4 | 27I((2u)) I (20)) I ((2Ww’)) I (28) 
(0.) = < 3 [e] ((2u )) NV) [€] ((2)) 3 [€] (Zw) ) + [€] (28). 


Lässt man in dieser Formel unter Benutzung der Elemente dreier willkür- 
licher Charakteristiken [7], [e], [0]: 


(2u), (Zr), (Zw), (28) 


in 


(ur rl) url) (1875) 


nn 
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beziehlich übergehen und berücksichtigt, dass dadurch 


(2v'), 


‚m a.r,|92+0 
(2u+ j ); (2 .. . u ). 
N | NT0 
beziehlich übergehen, so erhält man unter Anwendung der Formeln 
und (D.) die allgemeinere Formel: 


23 [n]((2W)) 4 [7 +0] ((2e)) 4 [7 + 0] ((2w')) [7 — oe — 0] ((2#')) 


(2u'\. (2w\. (2) 
in 
N + d ) (214 7 0 - JO | 


n-+0 \ n"—o'—o' / 


% 


(2w’+ 


= P ! | ' \ 
(4.)\ P; (EMut EuNu) 
Is(-1)% 


Fe] ((2u)) [e+0]((2e 
[e) - 


3le-+0] ((2w)) 3le—-o—0) 
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A.) 


(2 


welche die Formel (6.) selbst als speciellen Fall umfasst und zugleich die 


allgemeinste derartige Formel ist. 


Würzburg, 1882. 


Ber 

















Ueber eine Raumeurve vierter Ordnung und erster 
Species. 
(Von Herrn H. Schroeter in Breslau *).) 


Der bekannte Satz der Ebene, dass die drei Strahlenpaare, welche 
von einem beliebigen Punkte nach den drei Paar Gegenecken eines voll- 
ständigen Vierseits hingehen, einer Strahleninvolution angehören, lässt er- 
kennen, wenn man die Strahleninvolution zu einer orthogonalen macht, 
dass die drei Kreise, welche über den drei Diagonalen eines vollständigen 
Vierseits als Durchmessern beschrieben werden, durch dieselben Punkte gehen 
müssen oder einem Kreisbüschel angehören, also wie bekannt ist, ihre Mittel- 
punkte in einer Geraden haben u.s. w. Diese Eigenschaft der ebenen 
Figur hat ein Analogon im Raume, wenn man an Stelle der drei Paar 
(segenecken eines vollständigen Vierseits die drei Paar Gegenkanten eines 
Tetraäders und an Stelle des Kreises ein orthogonales Hyperboloid treten 
lässt. Um diese räumliche Eigenschaft zu erkennen, bedürfen wir nur des 
tolgenden ebenfalls bekannten Satzes: 

(Gehen durch einen Punkt D des Raumes zwei Paare rechtwinkliger 
Ebenen: 

ae und @,, P und 9. 


*) Die nachfolgenden Untersuchungen wurden hervorgerufen und weitergeführt 
dureh briefliehen und mündlichen Verkehr mit meinem Freunde und früheren Schüler, 
Herrn H. Thieme in Posen, der bereits in seiner Arbeit: „Zur Geometrie des Tetraäders ‘ 
(Schloemilchs Zeitschrift für Math. und Phys. 1882, Heft 1) auf die hier eingehender 
betrachtete Raumeurve vierter Ordnung und erster Species aufmerksam gemacht hat. 
Die Resultate, zu denen jeder von uns auf selbständigem und zum Theil von dem 
andern abweichendem Wege gelangte, waren, soweit sie zusammentrafen, in Ueberein- 
stimmung, ohne dass es sich immer feststellen liess, wem bei jedem einzelnen Re- 
sultat die Priorität zukäme. Im Einverständniss mit Herrn H. Thieme veröffentliche ich 
meine Darstellung des Gegenstandes, indem ich aber ausdrücklich demselben einen 
gleichen Antheil an der Priorität der Resultate einräume. Die Darstellung schliesst 
sich oft an mein Buch: Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung ete., Leipzig 1881, 
an, welehes immer mit „Th. d. O.* eitirt werden soll. 
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so sind auch die Ebenen: 
laß, ]J=y und [Leß.,iuß])=Y 
ein Paar rechtwinkliger Ebenen. 

In der That sind die Durchsehnittslinien von «ea, und #7, mit der 
unendlich-entfernten Ebene &,_ zwei Paare conjugirter Strahlen in Bezug auf 
den imaginären Kreis in e, und bilden zwei Paar Gegenseiten eines voll- 
ständigen Vierecks, von welchem nach Hesses Satz (Th. d. ©. S. 38) daher 
auch das dritte Paar Gegenseiten ein Paar eonjugirter Strahlen in Bezug 
auf den imaginären Kreis in &, sein muss. Wir übergehen den ganz ele- 
mentaren Beweis dieses Satzes, der auch darauf hinauskommt, dass die vier 
Durchsehnittslinien: 

eo, 1 Eh, aß 
allemal vier solche Strahlen durch OÖ sind, von denen jeder der Höhenstrahl 
des von den drei übrigen gebildeten Dreikants ist. 

l. Ist ein Teetraäder ABED gegeben, und legen wir durch ein Paaı 
(segenkanten desselben: 

AB. und ED: 
ein orthogonales Hyperboloid (Th. d. ©. S. 185), so hat jeder Punkt x des- 
selben die Eigenschaft, dass die beiden Ebenen: 
rAB] und ED] 
rechtwinklig zu einander sind; denn das orthogonale Hyperboloid wird eben 
erzeugt durch zwei projeetive Ebenenbüschel, deren Axen ‚AB und CT 
sind, und deren entsprechende Ebenen normal auf einander stehen. 

Legen wir durch ein zweites Paar Gegenkanten des Tetraäders: 

AL und ‚BT 
ebenfalls ein orthogonales Hyperboloid, so gilt für die Punkte desselben 
die gleiche Eigenschaft; die gemeinschaftlichen Punkte x beider Hyper- 
boloide, d.h. die Punkte ihrer Schnitteurve, einer Raumeurve C' vierter 
Ordnung und erster Species besitzen daher ausser der vorigen Eigenschaft 
auch noch die, dass die Ebenen: 

rAC] und BP] 


zu einander normal sind. Aus diesen beiden Paaren von rechtwinkligen 


Ebenen schliessen wir nach dem vorigen Satze (s. 0.) auf ein drittes Paar, 
indem wir die Durehsehnittslinien ermitteln: 
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| 


AB], AL = A; DAB, BO] = 19: 
rer], RB] = 18; MED), [ME] = rC; 
(a, DD ]l= AD]: [rB, Ed ]= BE; 

folglich müssen auch die Ebenen: 

AD] und [rBE] 


zu einander rechtwinklig sein, d.h. x muss auf einem orthogonalen Hyper- 
boloid liegen, welches durch das dritte Paar Gegenkanten: 

AD| und |BE) 
des Tetra@ders gelegt werden kann, d.h. 

Legt man durch jedes der drei Paar Gegenkanten eines Tetraöders ein 
orthogonales Hyperboloid, so gehören diese drei Hyperboloide einem Büschel 
an, d. h. sie schneiden sich in derselben Raumcurve C“) vierter Ordnung und 
erster Species. 

Dieser Satz lässt sich auch so aussprechen: 

Der Ort eines Punktes, von welchem aus gesehen jedes der drei Paar 
(regenkanten eines gegebenen Tetraöders unter einem rechten Winkel erscheint 
(d. h. in zwei rechtwinkligen Ebenen liegt), ist eine Raumcurve C* vierter 
Ordnung und erster Species. 

Eine charakteristische Eigenschaft dieser Raumeurve C® besteht ihrer 
Entstehung gemäss darin: 

Jede Ebene, welche auf einer der Kanten des Tetraöders normal steht, 
begegnet unserer Raumcurve C“* in vier Punkten eines Kreises; es giebt also 
sechs Stellungen für eine solche Ebene, welche der Raumeurve C® in vier 
Punkten eines Kreises begegnen soll. 

Von der Raumeurve C“ kennen wir unmittelbar die vier Ecken 
ABED des Tetraäders, welche offenbar der C® angehören; es lassen sich 
aber noch andere Punkte derselben ermitteln und andere Hyperboloide, welche 
durch C® gehen. 

Fällen wir aus den Ecken des Tetraäders die Perpendikel auf die 
segenüberliegenden Seitentlächen (Höhen) und bezeichnen die Fusspunkte 
derselben durch 

N 
so dass |Aa| das aus der Ecke 4 auf die Seitenfläche |BED| herabgelassene 
Perpendikel dieselbe in a trifft, dann folgt, weil |Xa| eine Normale der 
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recht- 


N 
D] 


Ebene [BED] ist, dass jede durch dieselbe gelegte Ebene auf [BE 
winklig stehen muss; daher sind 
[BAa] und [EDP] 
normal zu einander und schneiden sich daher in einer Geraden Ba, welche 
dem ersten orthogonalen Hyperboloid angehören muss, d. h. eine Erzeugende 
der zweiten ltegelschaar ist, während |BU der ersten angehört. In gleicher 
Weise gehören |&a| und ‚EX den beiden Regelschaaren des zweiten, Da 
und |DA| den beiden Regelschaaren des dritten orthogonalen Hyperboloids 
an. Die Raumeurve C® geht also durch a und wir schliessen: 
Die Fusspunkte abcd der Höhen des Tetraöders ABED liegen auf der 

Raumeurve C®. Die vier Geraden: 

Ab, 1Bal, IEpl, Dec 
gehören einer Regelschaar des orthogonalen Hyperboloids an, welches durch 
die Gegenkanten AB, und CD des Tetraöders gelegt werden kann: ebenso 
gehören 

AUc, 1ECal, 1861, ID6 
einer Regelschaar des zweiten orthogonalen Hyperboloids an, welches durch 
die Gegenkanten AG| und BD, des Tetraöders gelegt werden kann; endlich 
gehören 

Al, IDal, Bel, € 
einer Regelschaar des dritten orthogonalen Hyperboloids an, welches durch die 
Gegenkanten AD, und BG, des Tetraöders gelegt werden kann. 

Wir wollen die drei orthogonalen Hyperboloide in der von uns ge- 
wählten Reihenfolge 
Br, 29, 35” 

nennen; bemerken wir nun, dass die Ebene [ABb] auf der Ebene [ETA 
normal steht, weil jene durch eine Normale dieser geht, so sehen wir, dass 
die Schnittlinie beider Ebenen eine Erzeugende des Hyperboloids HH” ist: 
die Ebene [Ab] enthält aber ausser dieser Erzeugenden auch die Er- 
zeugende [AB], und da beide sich in A begegnen, so ist die Ebene [UBb] 
die Berührungsebene im Punkte A am Hyperboloid 4/9; wir sehen also. 
dass die durch |AB| zur Ebene [EDA] normal gelegte Ebene [ABb] die 
jerührungsebene des Hyperboloids H/” im Punkte X ist, und in gleicher 
Weise, dass die durch ‚AC| normal zur Ebene [BDA] gelegte Ebene [ACe] 


die Berührungsebene des Hyperboloids 4? im Punkte A ist: die Schnitt- 















136 Schroeter, über eine Raumecurve vierter Ordnung und erster Species. 


linie beider Ebenen [ABb] und [ACc] ist also die Tangente der Raumeurve 
CC" im Punkte A und muss daher auch in der Ebene [ADd] liegen, was 
auch an sich klar ist, weil die drei Ebenen: 

(ABb] [ACc) [ADD] 
diejenigen sind, welche sich in dem Dreikant |AB, AC, AD; durch je 
eine Kante normal zur gegenüberliegenden Seitenfläche legen lassen und 
die sich bekanntlich in dem Höhenstrahle des Dreikants schneiden. 

Wir haben also folgendes Ergebniss: 

In jeder Ecke des Tetraöders schneiden sich drei Seitenflächen des- 
selben und bilden ein Dreikant: der Höhenstrahl dieses Dreikants ist die 
Tangente der Raumeurve C* in dieser Tetraöderecke. 

Es schneiden also die je drei Ebenen: 

[AB] [ACc) [ADD] in der Tangente ty, 

[BAr] [BE BD) „ „. bi { 

[CAa] [EB6]) [ED] „ ,„ " bs, 

[DA] [DBb] [DEE] „ e ty. 
Wir wissen ferner, dass die vier Höhen eines Tetra@ders vier Erzeugende 
derselben hegelschaar eines gleichseitigen Hyperboloids sind (Th. d.O. 8.205). 
welches wir das Höhenhyperboloid 4° nennen wollen; da nun Z, den drei 
Höhen ‚Bb, Ce, 1 Dd| begegnet, so ist #, eine Erzeugende der andern 
egelschaar des Höhenhyperboloids; es gehören also die vier Höhenstrahlen 
lalslz dem gleiehseitigen Höhenhyperboloid und zwar einer Regelschaar 
desselben an. Das Höhenhyperboloid 4° enthält aber ausser den vier 
Tangenten fytytstz der Kaumeurve C® auch die vier Höhenfusspunkte abev: 
da es also 12 Punkte mit der Raumeurve C gemein hat, so geht es durelı 
die ganze Raumeurve, und wir schliessen: 

Das gleichseitige Hyperboloid H”, auf welchem die vier Höhen des 
Tetraöders liegen, geht durch unsere Raumeurve C'*, und diese erscheint daher 
auch als die Schnitteurve eines orthogonalen und eines gleichseitigen IHyper- 
holoids. 

Legen wir durch den Höhenstrahl i, und die Höhe |Xa| des Te- 
tra@ders eine Ebene, d. h. die Berührungsebene im Punkte A am Höhen- 
hyperboloid H, so muss das Linienpaar ti, und |Xa| die vier Durch- 
schnittspunkte dieser Ebene mit der Raumceurve C® enthalten, von denen 
zunächst zwei in den Berührungspunkt A der Tangente #, hineinfallen, der 
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dritte ist a; der vierte aber kann weder auf der Geraden Ya noch aut 
{, ein anderer sein, als der Punkt 4 selbst, weil sonst die C zerfallen 
wirde. indem eine Gerade drei Punkte von ihr enthielte. Da mithin der 
vierte Schnittpunkt in X hineinfällt, so ist die Ebene [£,a] die Schmiegungs- 
ebene der C® im Punkte A und enthält also in A drei zusammenfallende 
Punkte der haumeurve, in a den vierten Schnittpunkt. Wir schliessen: 

Die Berührungsebenen am Höhenhyperboloid in den Tetraöderecken sind 
die Schmiegungsebenen unserer Raumeurve ©“ in diesen Punkten: sie werden 
bestimmt durch die von jeder Ecke ausgehende Höhe (des Tetraöders) und 
den von ihr ausgehenden Höhenstrahl (des Dreikants). 

Wir bezeichnen diese Schmiegungsebenen: 


al ru, [bl ta, [ese]= rs, [id] = T5. 


Wir bemerken noch, dass die Raumeurve C® durch die acht Punkte 
ABCDabed vollständig und eindeutig bestimmt wird, d.h. dass diese acht 
Punkte keine Gruppe von acht associrten Punkten derselben bilden: denn 
sonst müsste jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch sieben von 
ihnen geht, auch durch den achten gehen (Th. d. O. S. 704); da aber die 
vier Punkte ABEd in einer Ebene liegen, so müssten auch die vier übrigen 
Punkte abceD in einer Ebene liegen, was offenbar nicht der Fall ist. Es 
muss daher jede Oberfläche zweiter Ordnung, welche dureh die acht Punkte 
ABEDabed hindurchgeht, die ganze Raumeurve C® enthalten und dem durch 
sie bestimmten Flächenbüschel angehören. 

2. Wir gelangen zu neuen Punkten der Raumeurve 0%, indem 
wir bemerken, dass zu irgend sieben von den acht bekannten Punkten 
ABCDabevd allemal ein nothwendiger achter Punkt gehört, dureh welchen 
sämmtliche Flächen zweiter Ordnung hindurchgehen müssen, die dureh die 
ersten sieben Punkte gehen; durch einen solchen achten Punkt muss daher 
auch unsere C°® gehen. Nehmen wir z. B. die sieben Punkte: 

BE Dh cd, 
so ist der nothwendige achte Punkte linear und in unserem Falle sehr ein- 
fach zu construiren; denn da ABGp in einer Ebene liegen, so muss der 
gesuchte Punkt in der Ebene [Dbe] liegen; da aber auch ABDe in einer 
Ebene liegen, so muss der gesuchte Punkt auch in der Ebene [Ebd] und 
endlich auch in der Ebene [Bed] liegen, weil die vier Punkte ACLDL in 
einer Ebene liegen; folglich ist der gesuchte Punkt der Durchschnittspunkt 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 15 
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der drei Ebenen: 


[Bed], [Co], [Dbe]) = A. 


Wir erhalten demgemäss vier neue Punkte: 


A, = ([Ber], [Eob], [DEe)), 
([Eda], [Pac], [Ac]), 
([Dab], [Av], [Bva]), 
D, = ([Abc], [Bea], [Cab]), 
welche auf der Raumeurve C“ liegen, oder was dasselbe sagt, wir haben 
auf C® vier Gruppen von je acht associrten Punkten: 
ABEDA GH, ABEDB,cHa, ABEDE dab, ABEDD,abe. 


Weil die vier Geraden: 


m 
IA 


Abl, IBal, El, IDel, 


einer Regelschaar des orthogonalen Hyperboloids H/” angehören, so wird 
die Schnittlinie der beiden Ebenen: 

[BD], [WE], 
welche identisch ist mit 

(EA, 

der andern Regelschaar desselben Hyperboloids angehören müssen, folglich 
auch der Erzeugenden der ersten Regelschaar a®B| begegnen müssen, d.h. 
die vier Punkte: 

Y%, BB ah 
müssen in einer Ebene liegen; in gleicher Weise erkennen wir, dass die 
vier Punkte: 

u. SE ac 
in einer Ebene liegen, so wie 

U Damp 
in einer Ebene; der vorige Punkt U, erscheint daher auch als in den drei 
Ebenen liegend: 

[Bba], [Ecal, [Dva], 

welche sich in der Geraden laU, schneiden: wir erhalten auf diese Weise 
vier Sehnittlinien von je drei Ebenen: 


aa, = [dba], [Cca], [Doa] 
63, = [Aab], [Ech], [Bob] 
c&,| = |[Aac], c] 


gr 
& 
en 
= 
Lu) 
> v_r.y 
I) 
I 
= 


[Aad], 


J 
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und diese vier Geraden sind offenbar Erzeugende der zweiten Regelschaar 
des Höhenhyperboloids, weil sie sämmtlich den vier Tetraäderhöhen Ua. 
IB6|, |Ecl, |DvI, welche der ersten Regelschaar angehören, begegnen. 
Wir haben also auf dem gleichseitigen Höhenhyperboloid H“ je vier Er- 
zeugende der beiden Regelschaaren : 

al, 1B|, «ce, Dy 

aa,l, 168, Kl, BD. 
Auf dem orthogonalen Hyperboloid Hi? liegt, wie wir soeben gesehen 
haben, die Gerade |bQA,|; in gleicher Weise erkennen wir, dass auf ihm 
auch die Gerade |aB,| und ebenso auch \cD, und |dE,| liegen müssen. 





Wir haben also auf dem orthogonalen Hyperboloid H”) die Erzeugenden 

der beiden Regelschaaren: | 

aBdl, A, ID, IE, 

ad, WA. ID, WEI, ABl, |IED,, 
auf dem orthogonalen Hyperboloid H;? die Erzeugenden der beiden Regel- 
schaaren: 

al, IA, ID, Bl, 

ad, Fed, I6D,, Bi, AC, IBD|, 
und auf dem orthogonalen Hyperboloid HH; die Erzeugenden der beiden Regel- 
schaaren : 

ad, MA, 168, IcBi, 

ad, PA, IE, IB. AD, IBEN. 
Wenn zwei Tetraäder eine solche Lage im Raume haben, dass die Ecken 
des einen mit den Ecken des andern verbunden vier Gerade liefern. die 
einer Regelschaar eines Hyperboleids angehören, so wollen wir sagen, die 
beiden Tetra@äder haben Ayperboloidische Lage; mit dieser Bezeichnung dürfen 
wir das vorige Ergebniss in folgender Weise aussprechen: Die beiden Te- 
traeder ABED und abed haben gleichzeitig auf vierfache Weise hyperboloidisch« 
Lage, nämlich wenn wir die entsprechenden Ecken der beiden Tetraödeı 
unter einander stellen, auf folgende Weise: 

ABED, ABED, ABED, ABED, 
abced, badc, cdab, dceba, 

und in ähnlicher Art haben auch die beiden Tetraöder AB,ED, und aber 
gleichzeitig auf vierfache Weise hyperboloidische Lage, nämlich: 


15* 
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ABED, WED, ABED, AUBED,, 
Ka 5 2 7 Aue ss TE ae 5 Es 





die Verbindungsstrahlen entsprechender Ecken gehören in dem ersten Falle 
der einen, in dem andern Falle der zweiten Kegelschaar derselben Hyper- 
boloide an, nämlich des gleichseitigen und der drei orthogonalen Hyperboloide. 
Fassen wir im Ganzen die zwölf Punkte auf: 
ABED, abed. ABED,, 


so bieten sie die eigenthümliche Configuration im Raume dar, dass sie zu je 
vier in den 28 Ebenen liegen: 





ABO», 
BEDa, 
CDAL, 
DARE, 
ArcDd,, BA, ECvad,, DalE,, 
Bead,, EoHbA,, Dad, AbvE,, 
SAbDd,, DA, Add, Boad,, 
AUbB, Arc, AudD,, 
Bıc&, Bord, Boa, 
EODd,. Cal, EB. 
DoaA,. DobBd,, Poce.. 


Da diese zwölf Punkte auf der Raumeurve € liegen und immer je zwei- 





mal vier Punkte, in welchen zwei Ebenen eine Raumeurve vierter Ordnung 
und erster Species durchschneiden, eine Gruppe von acht associirten 
Punkten bilden, weil das Ebenenpaar als eine Fläche zweiter Ordnung 
aufgefasst werden kann, so haben wir nach dem Obigen folgende Gruppen 
von je acht assocürlen Punkten auf unserer EC“: 

abPABA,DB:, ıMOABED,, 

abed UEAE,, arACBD,, 

abevdADAD,,. AoADBE,, 

abev BEBE,, GOEDAB, , 

KOBDBD,, HBOBTDAG,. 

av EDED,, HBEAD,, 
welche zu den vorhin angegebenen vier Gruppen {s. 0. S. 138) hinzutreten. 
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Da die beiden Geraden 'aB und a®, auf dem orthogonalen Hyper- 
boloid AH liegen, so ist ihre Verbindungsebene [aB3,] die Berührungsebene 
im Punkte a an dem Hyperboloid H}?; in gleicher Weise die Ebene [a] 
die Berührungsebene am Punkte a Es Hyperboloids 4°, folglich die 
Schnittlinie beider Ebenen die Tangente der Schnitteurve C beider Hyper- 
boloide in dem Punkte «. Da aber C® auch auf den Hyperboloiden HM) 
und 4° liegt, so müssen auch die Ebenen [«DD,]) und [aAA,] durch diese 
Tangente £, hindurchgehen; wir finden also die Tangenten der Raumcurve 
0 in den Punkten abcvd als die Durchschnittslinien von je vier Ebenen: 

‚= |aAA,], [aBB,], CE], KDD;] 
HAaa,], [BB], [bBEG\], DD.) 
[AA], [eBB,], [EG], [eDD,] 
‚= |), 688), PCC), KDD] 
Da nun jede der vier Geraden t,, &;, £;, t, den vier Geraden AU, |, BB, . 


6E,, !DD,|, wie wir sehen, begegnet, so gehören die ersteren dee einen, 
die letzteren der zweiten Regelschaar eines neuen Hyperboloids S° an, 





1 


m — „mn 


auf welchem offenbar die ganze Raumeurve C® liegt, weil sie mehr als 
acht Punkte mit ihm gemein hat. 

jetrachten wir das Tableau der 28 Ebenen, in welchen sich die 
zwölf Punkte ABEDabvrA,B,E,D, vertheilen, so sehen wir, dass z. B. ab 
den vier Geraden |AB,| I BU, ED! |DE, begegnet, dass die Gerade ct 
dasselbe thut, dass also ein Hyperboloid, welches durch die drei Geraden 
AB, I BA, ED, gelegt wird, die beiden Geraden ab! und cd enthalten 
muss: da es somit durch zehn Punkte der Raumeurve C°® geht. so zeht 
es dureh die ganze Raumeurve, mithin auch durch die Punkte D und 6: 
die Verbindungslinie derselben trifft aber |ab' und ed‘, hat also mit diesem 
Hyperboloid vier Punkte gemein; folglich liegt DE, ganz auf dem Ilyper- 
boloid, und wir sehen, dass die vier Strahlen: 


AB, , BAU, ED, DE), 


einer Regelschaar eines neuen Hyperboloids ©\” angehören, dessen zweiter 
tegelschaar ‚ab! und ed angehören, und welches die ganze Raumeurve ('* 
enthält. Die analoge Betrachtung für die beiden übrigen Paare von Gegen- 
kanten des Tetra@ders abed führt zu einem Resultat, welches sich in Ver- 
bindung mit dem zuletzt erlangten so aussprechen lässt: 









142 


Schroeter, über eine Raumcurve vierter Ordnung und erster Species, 








Es gehören die Geraden: 


Ad, BAU CD, DE, der einen Regelschaar| 


| eines Hyperboloids 9”, 
ab sed der andern Regelschaar| ' 
AE, CU DB BD, dereinen Regelschaar 


























eines Hyperboloids 9;”, 

ac bo der andern Regelschaar ' 

AD, DU, BE 68, dereinen Regelschaar| . die 
eines Hyperboloids 93, 


- 


or be der andern Regelschaar| 


AA, BB! 66, DD der einen Regelschaar 
I nn zZ l 1 | \ Sscnhaal . . 2 
nes 2 eines Hyperboloids 9° V 
—ruih der andern Regelschaar 
B D . (9) 2) (9 (1 ) 
an, und die vier Hyperboloide SH HS 9% 8” gehen durch unsere Raum- | 


curve 0°. Diese vier neuen Hyperboloide hängen in ähnlicher Weise 
unter einander zusammen, wie die früheren 4° H® H£° H5”, indem sie 
zeigen, dass auch die beiden Tetraöder ABED und AU,BE,D gleichzeitig auf 
rierfache Weise hyperboloidische Lage haben, nämlich, wenn wir die ent- 
sprechenden Ecken der beiden Tetra@der unter einander stellen, auf fol- 
gende Weise: 

ABED ABED ABED ADBED 

ABED BUDE EDAB DEBA:. 
Noch in anderer Weise zeigen die betrachteten zwölf Punkte im Raume 
eigenthümliche Configurationen. Betrachten wir z. B. die Gruppe von acht 
assocürten Punkten der Raumeurve C®: 

abcePrABG, I, 
so erkennen wir, dass dieselben auf vier verschiedene Arten in Ebenenpaare 
su je vieren vertheilt werden können, nämlich: 
Id, AG, Aut, And, 


hi 
Yb, Bud, Bord, Bbr6, I 
und dieses Resultat, anders ausgesprochen, lautet so: | » 
Die beiden Tetraöder: | di 
AD, und Bach, d 
sind einander gleichzeitig ein- und umbeschrieben. (Vgl. Th. d. O. S, 293. S 
Denn in der "That liegt or 
die Ecke in der Ebene und die Ecke in der Ebene R 
% [ac6,] D (bovD,] 
b [BE] a AdD,] 2. 
d [BaG;] \ (Abd, li 


m 


[acd] 
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und aus denselben acht assoclirten Punkten der Raumeurve können wir 
nicht bloss dies eine, sondern vier Tetraöderpaare derselben eigenthümlichen 
Lage herstellen, nämlich: 

Abd, und Barß,. 

Abe6, und BudD.. 

YacDd, und BmE,. 

Ude, und BhrD.. 
Wir erhalten daher, wie leicht zu sehen ist. im Ganzen 24 solche Tetraäöder- 


paare, die sich in folgender Weise zusammenstellen lassen zu drei Gruppen: 











AbcE, U chB A d6B, 
BD, IE mDd ID act 
(AD, AD, IA DdeG 
Bu IE abB, (D abB 
Ad, N abD, N abE, 
IB HG, IE BB IDdB 
ADdE, HAN adB, Aac® 





BED, 


GE cbd, ID dbE 














d) \me: A) (mas: HN) (No8 
Bad (G,adD D,ace 
Abd A, dd (A,dc6 
Baue 'E abB ID,abB 
(AacDd A,abD (N,abG 
'Bb6 IE dB DB 
AadE (A, adB (1 Aacd 
Bed IE cd ID dbG 


3. Zwei Tetraäöder, die einander gleichzeitig ein- und umbeschrie- 
ben sind, besitzen eine leicht erweisbare, aber, wie es scheint. bisher noch 
nicht bemerkte Eigenschaft, die sich so aussprechen lässt: Lassen wir eineı 
Keke des ersten 'T'etraöders, welche in einer Seitenfläche des zweiten liegt. 
diejenige Ecke des zweiten Tetraä@ders entsprechen, in welcher sich di: 
drei übrigen Seitentlächen desselben schneiden: und ebenso entspreche eineı 
Seitenfläche des ersten Tetraäders, welche durch eine Eeke des zweiten 
geht, diejenige Seitenfläche des zweiten Tetraäders, welche die drei übrigen 
Ecken desselben enthält; dann gilt der Satz: 

Hat man zwei einander gleichzeitig ein- und umbeschriebene Tetraeder, 
so sind die vier Verbindungslinien entsprechender Ecken und die vier Schnitt 
linien entsprechender Seitenflächen acht Gerade im Raume, welche ron den- 


selben zwei Geraden getroffen werden können. d. h. die heiden Gerade: 
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welche vieren von jenen acht Geraden begegnen (die nicht hyperboloidische 
lage haben), müssen auch den vier übrigen begegnen. 
Wir wollen diesen Satz unabhängig von der bisherigen Bezeichnung 
für sich beweisen. 
Es seien: 
abed und a,b.cıd, 
die beiden Tetraäder, welche einander gleichzeitig ein- und umbeschrieben 
sind, d. h. wenn wir die Seitenflächen derselben bezeichnen: 
bo]=ca, [bad] >= a, 
[da] P, [da] u Pi , 
[dab] = [d,a,b,| = Yı 
[abe] =d, [abc] = di, 


\ 


so liegt 
a na und ain ce, 


b, - P r b- PA, 
ee - 2 Be 
d, - d er ei 


d.h. wir haben achtmal je vier Punkte in einer Ebene: 
abed, ab,cd,, 
abed. abed. 
abced, ab.cd.. 
abed, abcı2. 
Betrachten wir daher die vier Geradenpaare: 
ab, Iba,, led, Ida, 
ab, !abd.l, led, Id! 
so sehen wir, dass jede Gerade der einen heihe jeder der andern Reihe 
begegnet: also gehören dieselben den beiden Regelschaaren eines Hyper- 
boloids an, und es werden auf irgend zwei Geraden der einen Regelschaar 
durch die vier Geraden der andern Regelschaar zwei projeetive Punktreihen 
ausgeschnitten. Wir haben demnach auf den beiden Trägern |ab, und ba, 
die beiden projectiven Punktreihen: 
a. db... (ab, &) (ab, cD,). 
b, a, (ba, ®), (ba. cd), 
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oder durch die zulässige Vertauschung der Elemente: 
a 5b, (ab. ©), Cab. cdı), 
A, db, (ba, cd), (ba. cd). 

Die Verbindungslinien dieser vier Paare entsprechender Punkte haben daher 
auch hyperboloidische Lage. Nun enthält aber die Schnittlinie der Ebenen: 
jea,) = |[a,bed], [ab,cd.]| 
sowohl den Schnittpunkt (a,b, c,d,) als auch den Schnittpunkt (ab,. cd). und 

die Schnittlinie der Ebenen: 
'PPı| = Ilab,cd], [a,be,d,] 
enthält sowohl den Schnittpunkt (ab,, c,d,) als auch den Schnittpunkt (a,b. ©), 
folglich haben die vier Geraden: 
aa,|, |Ibb,l,. Ja, !B#, 
hyperboloidische Lage. 
In gleicher Weise erkennen wir, dass auf den Trägern cd und cD, 
die Punktreihen projeectiv sind: 
(ed, ab), (ed, ba), .c d, 
(Cd. ab,). 


oder nach Vertauschung der Elemente: 


[e Be); Di 
(&, ab), (ed ba). © d, 
(Cd, da.) (Cd Ad) Cr du 
folglich haben auch die vier Geraden: 
al. 'AR|. ec. dd, 
hyperboloidische Lage. Die beiden Hyperboloide, welche durch je ein 
Quadrupel von vier Geraden: 
oa,|, IPPıl, laaı, Ibb,|, 
ea, IPA, lec|, Id, 
gelegt werden können, haben die beiden Erzeugenden einer Regelschaar 
‚cc,| und |%P,| gemeinschaftlich, folglich im Allgemeinen noch zwei Gerade 
9 g der andern Regelschaar (welche auch imaginär sein können). Dies 
sind die beiden Geraden, welche gleichzeitig den vier Verbindungslinien: 


‚Ibb,l, decl, 188,| 








‚aa, 


begegnen, und von welehen wir nunmehr bewiesen haben. dass sie auch 
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den beiden Schnittlinien: 
laa,! und IPB) 
begegnen müssen; in ganz gleicher Weise geht hervor, dass g g’ auch den 
Sehnittlinien: 
Iyyılb 100,1 
begegnen müssen, folglich begegnen g g’ allen acht Geraden, was der zu 
beweisende Satz ist. 
(Der noch denkbare Fall, dass die beiden Hyperboloide, welche 
durch die Geraden-Quadrupel bestimmt sind: 
cal, IPA, laal, Ibb,l, 
‚ bl, 
identisch wären, also eine ganze Regelschaar den sechs Geraden: 
ac; |, IPPıl, ‚aa; |, ıbb, |, cc, |, dd, |, 
und in gleicher Weise noch den beiden Geraden |yy,|, |dd,| begegnete, er- 
weist sich als unzutreffend; denn es ist schon klar, dass z. B. die vier 
(reraden: 





| IP | | ur 
cal, IPA, 106 





‚100, 

nicht hyperboloidische Lage haben, weil sonst jede Gerade, die dreien von 
ihnen begegnet, auch der vierten begegnen müsste. Die Gerade jab| be- 
segnet nun den dreien Jaa,|, |bb,| und |dd,|, weil sie in der Ebene Ö liegt: 
'ab| begegnet aber nicht ce, 


laa,l, bb, Iec 





; also ist die gemachte Annahme unzulässig.) 
Nach dem Beweise dieses Satzes kehren wir zu den Betrachtungen 
am Schlusse von No. 2 zurück. Von den 24 Tetraäderpaaren, die dort auf- 
traten, ist das der Gruppe (I.) angehörige erste: 
Ab ce, 
BYıaddD,, 
zwei Tetraäder, die einander gleichzeitig ein- und umbeschrieben sind und 
deren entsprechende Ecken unter einander stehen. Die vier Schnittlinien 
entsprechender Seitenflächen und die vier Geraden: 
ABI, labl, ‚ I|&®D 


missen nach dem vorigen Satze von denselben zwei Geraden g g’ getroffen 
werden. 








cd 


(Dass die vier Geraden |AB|, lab|, |ed|, |&,D,| nicht hyperboloidische 
Lage haben, ist in unserem Falle a priori ersichtlich, denn sonst müsste 
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Schroeter, über eine Raumcurve vierter Ordnung und erster Species. 147 


die Gerade |&,D|, welche den drei Geraden |&,D,| Jab| Iced! begegnet, auch 
der vierten | AB] begegnen, oder es müssten EABD in einer Ebene liegen. 
in welcher auch c liegt; es müsste daher |&;c| auch |AB| begegnen, oder 
ScAB in einer Ebene liegen, in welcher mithin auch a und b läge, d. h. 
Ya und Bb begegneten sich, was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 
Betrachten wir nun in der Gruppe I. von No. 2 die vier ersten Te- 

traöderpaare, so sehen wir, dass die Verbindungslinien entsprechender Ecken 
hei allen vieren dieselben Geraden: 

IAB|, lab, Il, IED,| 
sind, während bei den übrigen vier Tetra&@derpaaren der Gruppe I. die Ver- 
bindungslinien entsprechender Ecken die vier Geraden sind: 

IU,3,1, Tabl, Il, |ED.. 
Es zeigt sich nun, dass die vier Geraden: 


labl, Il. ABI. AB, 





hyperboloidische Lage haben und ebenfalls auch die vier Geraden: 

















labl, ll, ED, IE, 
hyperboloidische Lage haben, woraus folgt, dass alle sechs Geraden: 
ABI, IEDI, labl, Il, AB, IED,| 


von denselben beiden Geraden g g’ getroffen werden. 
In der That haben die vier Geraden: 
dl, ABI, AUB| 
hyperboloidische Lage, denn erstens begegnet die Gerade |AB,| allen vieren. 
zweitens auch die Gerade |BN, 











lab 





; sobald wir also noch von einer dritten 
Geraden nachweisen können, dass sie allen vieren begegnet, ist ihre hyper- 
boloidische Lage erwiesen. Es ist aber leicht zu sehen, dass die drei 
Ebenen: 

[cab], [AB], [OLD 
sich in einer Geraden schneiden, welche offenbar allen vieren begegnen 
| muss. In der That, legen wir die Ebene: 
| (aAB;] nn, 
welche den Punkt b enthält, und bezeichnen wir die Schnittpunkte: 


(db, )=db (B9)-WV, (A,d)=-B, 





19* 
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so sind in der Ebene & die beiden Dreiecke: 


aa 2 
bpb W 8 


offenbar in perspeetiver Lage, weil die drei Schnittpunkte entsprechender 
Seiten: 

(ad, BU), (ad, 63), (AB, AD) 
in einer Geraden liegen; denn verbinden wir diese drei Punkte mit c, so 
erhalten wir die drei Geraden : 

Ic&,l, I dl, lol, 

welche, wie wir wissen, in einer Ebene liegen, deren Schnittlinie mit & 
eben diejenige Gerade ist, in welcher jene drei Schnittpunkte entsprechender 
Seiten sich befinden; aus der perspectiven Lage der beiden Dreiecke: 


aa 8 
bW 8 
folgt aber, dass die Verbindungslinien entsprechender Ecken: 


labl, AI, 138,9 

durch einen Punkt laufen, also, wenn wir diese drei Geraden mit dem 
Punkte c verbinden, die drei Ebenen: 

cab), [AU] = [AB], [BB] = [AN,B;] 
sich in einer Geraden schneiden müssen, q. e. d. 

Da wir nun bewiesen haben, dass die sechs Geraden: 

AB, CD, labl, dl, ABl, ID. 
von denselben beiden Geraden g g’ getroffen werden, so folgt aus dem oben 
bewiesenen Satze, dass auch die Schnittlinien entsprechender Seitenflächen 
der sämmtlichen acht Tetraöderpaare von Gruppe I. von g g’ getroffen 
werden müssen. Suchen wir diese Schnittlinien entsprechender Seitenflächen 
auf, so stellen sich nur folgende acht verschiedene Geraden heraus: 


Mac, [Bmw] =Ak Mad], [Bbe]| = K', 

[Bac, [Abd]! = |, [Bad], [Abe]| =!, 

‚[&ad, [Dh] =m, [Dad], [Ebe]| = m’, 

'[Dac), [Ebd]|=n, |[Cad), [Dbe]| =", 
von denen k k/T die Durchschnittslinien entsprechender Seitenflächen bei den 
ersten vier Tetra@derpaaren, dagegen mm'nn' die Durchschnittslinien ent- 
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sprechender Seitenflächen, bei den übrigen vier Tetra@derpaaren der Gruppe 1. 
sind, und wir sehen, dass das Geradenpaar gg’ gleichzeitig den vierzehn 
Geraden begegnen muss: 


AB], ED|, 'ab|, Icd|, IA,3:|. ED, |. k, k', I, l, m, m, N, n. 


Das Geradenpaar gg’ ist aber schon dadurch eindeutig bestimmt, dass es 
gleichzeitig den vier Geraden: 

AB|, IED|, labl, I} 
begegnen soll; denn diese vier Geraden haben, wie leicht zu sehen ist, 
nicht hyperboloidische Lage. 

(In der That, hätten diese vier Geraden hyperboloidische Lage, so 
müsste die Gerade |AB,|, welche den drei Geraden: Jab|, |cd|, |AB]| be- 
gegnet, auch der vierten |ED| begegnen, d.h. AB,ED müssten in einer 
Ebene liegen, in welcher dann auch nothwendig b und c und d enthalten 
wäre; es müssten sich also |&c| und |Dd| begegnen, was beim allgemeinen 
Tetra@äder nicht der Fall ist.) 

Das Resultat der vorigen Untersuchung stellt sich hiernach folgender- 
massen heraus: 

Die acht Tetraederpaare der Gruppe 1. (No. 2.) haben eine derartige 
Lage im Raume, dass sowohl die (sechs) Verbindungslinien entsprechender 
Ecken, als auch die (acht) Schnittlinien entsprechender Seitenflächen sämmt- 
lich von einem und demselben Geradenpaar gg’ getroffen werden. Dieses 
Geradenpaar gg’ ist schon dadurch vollständig und eindeutig bestimmt, dass 
es gleichzeitig den vier Geraden: 


al, ED], jabl, || 
begegnet. 
4. Die Bedeutung des Geradenpaares gg’ für unsere Raumeurve 0 
5 ] 99 
erkennen wir aus der Eigenschaft, dass gg’ den Geraden (No. 3 
k,k,L, TU, m,m,n,n 
gleichzeitig begegnet. 
Betrachten wir nämlich die acht Geraden: 
ab], |Bal, |e&|, IBB,|, 


so erkennen wir, dass jede der einen Reihe jeder der andern begegnet. 








dass sie also den beiden Regelschaaren eines Hyperboloids H® angehören. 
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Auf diesem Hyperboloid haben wir zuerst die Seiten eines wind- 
schiefen Vierseits: 

‚Aal, |3b 
welches gleichzeitig auf dem Höhenhyperboloid 4° liegt. Die Diagonalen 
dieses windschiefen Vierseits sind: 

|[Aac, [Bh]|=% |[Mad], [Bbe]| = K 
und bilden ein Paar eonjugirter Strahlen für beide Hyperboloide H” und 
H (sowie für das ganze Büschel von Hyperboloiden, welches durch die 
vier Seiten des windschiefen Vierseits gelegt werden kann). (Th. d. ©. 5. 144.) 
Die beiden Paare von Gegenecken des windschiefen Vierseits sind auf den 
Diagonalen die Doppelpunkte hyperbolischer Punktinvolutionen, welche den 
beiden Hyperboloiden zugehören. Ein beliebiges Paar conjugirter Punkte 
der einen und ein beliebiges Paar der andern Punktinvolution sind allemal 
die vier Ecken eines Tetra@ders, welches für beide Hyperboloide gleich- 
zeitig ein Polartetraäder ist. Solche zwei Hyperboloide H” und H”, die 
ein windschiefes Vierseit gemein haben, besitzen also nicht nur ein gemein- 





‚ je&|, IPD,|, 








schaftliches Polartetra@der, sondern unendlich viele, die aber sämmtlich ein 
und dasselbe Paar Gegenkanten haben (ebenso wie zwei einander doppelt 
berührende Kegelschnitte unendlich viele gemeinsame Polardreiecke besitzen, 
die aber sämmtlich eine Ecke und die Gegenseite gemein haben). 

Zweitens haben wir auf dem Hyperboloid H® die Seiten eines andern 
windschiefen Vierseits: 

|Ab|, /Bal, ‚ |®E;|, 
welches gleichzeitig auf dem orthogonalen Hyperboloid Hf” liegt. Die 
Diagonalen dieses windschiefen Vierseits sind: 
[Abd], [Bacl|=L, [Abe], [Bad]| =! 

und bilden ein Paar conjugirter Strahlen für beide Hyperboloide H und 4”. 

Es giebt nun im Allgemeinen nur zwei (reelle oder imaginaire) 
(rerade g g’, welche gleichzeitig den vier Geraden Ak! begegnen (dass 
diese nicht hyperboloidische Lage haben, werden wir weiter unten nach- 


D, 








weisen). Da es nun zu einer solchen Geraden g nur eine bestimmte con- 
jugirte Gerade in Bezug auf das Hyperboloid H® giebt und diese auch 
allen vieren begegnen muss, so ist sie mit g’ identisch (Th. d. ©. 8. 133.), 
denn es giebt ausser g nur noch die einzige Gerade g', welche allen vieren 
begegnet: wir schliessen also, dass das Geradenpaar gg’ ein Paar conjugirter 
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Strahlen ist für die beiden Hyperboloide H® und Hi? gleichzeitig, also 
auch, wie unmittelbar einleuchtet, für sämmtliche Oberflächen zweiter Ord- 
nung, welche durch die Schnitteurve C® der beiden Hyperboloide 4° und 
HK hindurchgehen. Wir haben also das Resultat: 

Das Geradenpaar gg ist ein Paar conjugirter Strahlen für sämmtliche 
Oberflächen zweiter Ordnung des Büschels, welches durch die Raumeurve C* 
gelegt werden kann. 

Es bleibt uns noch übrig nachzuweisen, dass die vier Geraden kA’ 
nicht hyperboloidische Lage haben, dass es also in der That nur ein 
Geradenpaar gg’ giebt, welches allen vieren gleichzeitig begegnet. Dies 
lässt sich leicht direct nachweisen, folgt aber auch unmittelbar aus einem 
bekannten Satze, der so lautet: 

Wenn zwei Tetraöder so im Raume liegen, dass vier Verbindungs- 
linien ihrer Ecken hyperboloidische Lage haben, dann müssen auch die vier 
Schnittlinien entsprechender Tetraöderflächen hyperboloidische Lage haben *). 





*) Der angeführte Satz ist in dieser Allgemeinheit zuerst von Herrn O. Hermes 
(dieses Journal Bd. 56, S. 222) ausgesprochen umd analytisch bewiesen worden; es 
möge hier ein einfacher synthetischer Beweis dieses Satzes Platz finden: 

Seien die beiden Tetraäder mit ihren Ecken, Seitenflächen und Kanten: 
abed, a,b,c,d,, 

[bed] BER [eda] _ ß, [dab] mr [abe] en Ö, [b,c,d, ] > &» [6,d,a,] Zu Pi, 

H)=a, (Yda)—=b, (daf)=ı, (a r)=d, (Ard)=a, Hde)=h,. 
Id] = leßl, Ibdl =lerl, Jad| = #7, ud l= ie, ß,|, 
ba] = |rö], |ca] = |ßö], |be| = |ed|, bal=|7,6,|, 

Sollen die vier Verbindungslinien: 
aa, Ibb,j, Jec), Id, 


| 

hyperboloidische Lage haben, so muss jede Gerade, welche dreien von ihnen begegnet, 
auch die vierte treffen; die Schnittlinie g der beiden Ebenen [abb,] und face, ] trifft 
ıbb,| Jee,| und geht durch a, muss also auch |dd, | treffen, d. h. die Ebene [add, | muss 


die Gerade g enthalten oder, was dasselbe ist, die drei Ebenen: 


[abb,], lace,], [add] 


müssen sich in einer Geraden g schneiden; diese drei Ebenen lassen sich auch so 
schreiben: 

[>16], [A0l,c) [rd]. 
Betrachten wir nun in der Ebene: 





a, = [b,d,] 
die Durchsebnittslinien mit den drei in g sich schneidenden Ebenen, so sind dies drei 


durch einen Punkt p laufende Strahlen, wenn p den Punkt bezeichnet, in welchem g die 
Ebene «, trifft. Bezeichnen wir daher die Schnittpunkte: 


(rd, )=bd, (A,a)=c, (Arhe)=d,. 























152 Schroeter, über eine Raumcurve vierter Ordnung und erster Species. 





Hieraus folgt zugleich umgekehrt, dass, wenn die eine Gruppe von 
vier Geraden nicht hyperboloidisch liegt, auch die andere Gruppe von vier 
(seraden nicht hyperboloidisch liegen kann. Nun sind k, 4‘, I, ! Durch- 
schnittslinien der entsprechenden Seitenflächen der beiden Tetraäder: 


Abc&,., 
Bıdd,, 
und da die Verbindungslinien entsprechender Ecken: 
AB), jabl, jel, ICD| 











wie wir oben gesehen (5. 146), nicht hyperboloidische Lage haben, so können 
auch 4, 4, I, ? nicht hyperboloidisch liegen. 

Da das Geradenpaar gg’, welches den Verbindungslinien |AB| und 
ab) begegnet, ein Paar conjugirter Strahlen ist in Bezug auf das Höhen- 
hyperboloid 4°, welches durch die Geraden |Aa| und |3b| geht, so trennen 
die Treffpunkte von gg’ mit |AB| sowohl diese Punkte A und 3 har- 


so haben wir in der Ebene «, zwei perspectiv liegende Dreiecke: 

b,c,d, 

b,c, d, 
weil sich |b,b/|, |c,c/|, |d,0‘,| in dem Punkte p schneiden. Hieraus folgt, dass die 
drei Durchschnittspunkte entsprechender Seiten der beiden perspectiv liegenden Drei- 
ecke auf einer Geraden / sich befinden müssen, und diese Gerade / enthält die Punkte: 


(bl, Ic), (ad, id), (Id,b,|, 18,6, 
(la,9,|, da), (aA, Ida), (arıl, Ira) 


(a,0,0), (a, PP), (@,y,7)- 
Dies sagt aus, dass die Gerade / den drei Geraden |$#,|, |r>,|, |dd,| begegnet, und da 
! in der Ebene «, liegt, also auch die Schnittlinie |a«a, | trifft, so trifft ! alle vier 


Sehnittlinien: 
ae, IPA. Irrl 16,|. 

Wir haben also bewiesen, dass, wenn die Gerade g die vier Verbindungslinien: 
jan, Ibb,l. Tec, IDR,| 


trifft, die Gerade / die vier Schnittlinien: 


\a@, |, IRA, |, Iyrıl. 100, | 
treffen muss. Ebenso wie wir von a ausgehend die Gerade g als Schnittlinie der 
drei Ebenen [abb,], facc,], [add,] gewählt haben und von ihr zur Geraden ! gelangt 
sind, können wir von bcd ausgehend drei andere Gerade g’, g”, g’" wählen und von 
ihnen zu den Geraden /, /", I" gelangen, so dass also, wenn g, g', g", g’"' den Ver- 
bindungslinien |aa,|, ... begegnen, /, 7”, !”, !" den Schnittlinien jaa,|, ... begegnen 
müssen. Dadurch ist die Abhängigkeit der hyperboloidischen Lage der einen Gruppe 


von je vier Geraden von der andern Gruppe erschlossen und die Richtigkeit des obigen 
Satzes bewiesen. 





oder 


oder 














reger: 
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monisch, als auch die Treffpunkte von gg‘ mit Jab| diese Punkte a und b 
harmonisch, folglich liegen die vier Geraden: 

Aal. IBbl, 9, g 
im Raume hyperboloidisch -harmonisch, d. h. die Treffpunkte irgend einer 
Geraden, welche allen vieren begegnet, liegen so, dass die beiden ersten 
dureh die beiden letzten harmonisch getrennt werden. 

Da aber das Geradenpaar gg‘, welches den Verbindungslinien AB 
und |ab| begegnet, auch ein Paar conjugirter Strahlen ist in Bezug auf das 
orthogonale Hyperboloid HA”, welches durch die Geraden ‚Ab! und Ba 
seht, so liegen auch die vier Geraden: 

ab, Ba), g; g 
hyperboloidisch-harmonisch im kaume, was auch eine unmittelbare Folge 
des Vorigen ist. Die Gerade |&D|. welche diesen vier Geraden begegnet, 
muss daher von ihnen in vier harmonischen Punkten getroffen werden. Da 
andererseits auf der Geraden |ED| auch die beiden Punkte E und D selbst 
harmonisch getrennt werden durch die Treffpunkte mit gg’, so haben wir 
auf |6ED| zwei Punktepaare einer Punktinvolution, deren Doppelpunkte die 
Treffpunkte mit gg’ sind. Das Analoge gilt für die Gerade |AB|, und wir 
erhalten hieraus zur Bestimmung des Geradenpaares gg’ folgende Construction: 

Wenn man auf dem Paar Gegenkanten '\B, und SD des Tetraöders 
die beiden Punktinvolutionen ermittelt, welche durch die Punktepaare bestimmt 


werden: 
A und B, (AB, Ed) und AB, De). 


B und D, (ED. Ab) und (ED. Ba). 


so geht das Geradenpaar gg durch die Doppelpunkte dieser Punktinvolutionen. 

Hat man umgekehrt die Doppelpunkte dieser beiden Punktinvolu- 
tionen ermittelt, so lassen sich dieselben durch zwei Linienpaare (ausser 
AB) und |ED|) verbinden, und es entsteht die Frage, ob das eine oder 
das andere Linienpaar das Geradenpaar gg’ ist. Diese Frage entscheidet 
sich aber leicht, wenn wir bemerken, dass für das orthogonale Hyperboloid 
H‘, welches durch die Geraden |AB| und |ED| geht, das Strahlenpaar gg’ 
ein Paar conjugirter Strahlen ist. Haben wir nun ein windschiefes Vier- 
seit, von welchem ein Seitenpaar (|AB| und |ED|) ein Paar Erzeugender 
und das andere Seitenpaar ein Paar conjugirter Strahlen für ein Hyper- 
boloid HP ist, so muss das Diagonalenpaar ein Paar Erzeugender desselben 
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sein, wie aus der Natur des räumlichen Polarsystems unmittelbar hervorgeht. 
Haben wir also auf den Geraden |AB| und |6D| die Doppelpunkte der 
vorigen Punktinvolutionen ermittelt, so wird das eine’sie verbindende Strahlen- 
paar ein Paar Erzeugender des orthogonalen Hyperboloids HF sein müssen, 
und das andere ist das gesuchte Strahlenpaar gg". 

In ähnlicher Weise kann man das Geradenpaar gg’ bestimmen durch 
die Doppeipunkte von Punktinvolutionen, welche auf dem Paar Gerader: 
'ab| und |) 

unmittelbar gegeben sind. Zunächst sehen wir, weil die vier Geraden: 
aa, |, gg 

hyperboloidisch-harmonisch im Raume liegen, dass die Gerade |ab|, welche 

allen vieren begegnet, in vier harmonischen Punkten von ihnen getroffen 

wird; folglich werden die Punkte a und b harmonisch getrennt durch die 

Treffpunkte der Geraden |ab| mit dem Paare gg". 

Ferner sind für das Hyperboloid 97” (No. 2) die Geraden 'AB,| und 
|OA,| Erzeugende, die Geraden gg’ conjugirte Strahlen, folglich müssen 
die Geraden |AB| und |A,B,|, welche allen vieren begegnen, in je vier 
harmonischen Punkten getroffen werden, und es liegen daher auch die vier 











(Geraden: 

195 DAL 4 

AB BU ng 
hyperboloidisch-harmonisch im Raume; diese vier Geraden werden aber von 
‘ab! getroffen, folglich werden die beiden Punkte: 

(ab, AB) und (ab, BA,) 

harmonisch getrennt durch die Treffpunkte der Geraden |ab| mit dem Paare 
99. In gleicher Weise liegen natürlich auch die vier Geraden: 

Ireaa | lt ' 

ED, DE, 5 g 
hyperboloidisch-harmonisch im Raume und werden ebenfalls von der Ge- 


raden jab| getroffen; folglich werden auch die beiden Punkte: 
(ab, ED,) und (ab, DE,) 


harmonisch getrennt durch die Treffpunkte der Geraden |ab| mit dem Paare gg". 
Wir haben somit auf |ab| drei Punktepaare einer Punktinvolution, 
deren Doppelpunkte die Treffpunkte mit gg sind, und das Analoge gilt für 
die Gerade |cd,, also können wir den Satz aussprechen: 
Wenn man auf dem Geradenpaar |ab| und |cd| die je drei Punktepaare 


ermittelt: 
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a und b;: (ab, AB,) und (ab, BA,): (ab. ED,) und (ab, DE,). 
ce und d; (&, AB) und (&, BA): (&, ED,) und (&, DE,). 


so gehören dieselben je einer Punktinvolution an, und durch die Doppelpunkte 
dieser Punktinvolutionen geht das Geradenpaar gg. 

Da die Doppelpunkte der Punktinvolutionen durch zwei Strahlen- 
paare verbunden werden können, von denen nur eines das Paar gg’ ist, so 
wird, wie vorhin, das andere Strahlenpaar dadurch auszuscheiden und er- 
kennbar sein, dass es sich als ein Paar Erzeugender des Hyperboloids 9 
herausstellt. 

Ferner ist es leicht, einzusehen, dass die durch die angegebene Üon- 
struetion zu ermittelnden Punktinvolutionen sowohl auf dem Kantenpaar 
AB| und |ED| des ursprünglichen Tetraäders, als auch auf dem Kantenpaar 
'ab| und |cd| des von den Fusspunkten der Höhen gebildeten Tetraäders 
immer gleichartig sein müssen, d. h. entweder beide hyperbolisch oder beide 
elliptisch, und der Fall nicht möglich ist, dass die eine Punktinvolution 
elliptisch, die andere hyperbolisch sei; die Strahlen gg’ sind also entweder 
beide reell oder beide imaginär. 

Denn in dem orthogonalen Hyperboloid H/”, welches durch die 
Kanten |AB| und |ED| gelegt werden kann, sind: 

ab|l, |Bal, Ed], |De 
vier Erzeugende der einen Regelschaar, treffen also die beiden Erzeugenden 
AB) und |ED| der andern Regelschaar in zwei projeetiven Punktreihen: 
also sind die Doppelverhältnisse der je vier Punkte: 
A, B, (AB, Ed), (AB, De), 
(ED, Ab), (ED, Ba), G. D 

einander gleich. Ist also der Werth des einen Doppelverhältnisses positiv, 
so ist es auch der des andern: ist der Werth des ersten negativ, so ist es auch 
der des zweiten. Der Werth eines Doppelverhältnisses ist aber allemal 
negativ oder positiv, je nachdem das eine Paar zugeordneter Punkte durch 
das andere getrennt wird oder nicht. Da nun hier die zugeordneten Punkte 
die Paare von Punktinvolutionen sind und das Trennen oder Nieht-Trennen 
der Paare den elliptischen oder hyperbolischen Charakter der Punktinvolution 
bestimmt, so schliessen wir: 


Die Punktinvolutionen auf dem Kantenpaar | AB und KDD , welche 


durch die vorige Construction bestimmt werden, sind allemal gleichartig, d.h. 
20* 
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entweder beide hyperbolisch oder beide elliptisch.h Dasselbe gilt von den 
Punktinvolutionen auf dem Geradenpaar |ab| und |cd|, indem wir nur das 
Hyperboloid 9”? mit seinen vier Erzeugenden: 

AB, BU], ICD|, |DE| 
durch die beiden Erzeugenden jab| und |cd| der andern hegelschaar zu 
durchschneiden und dieselbe Schlussfolge anzuwenden haben. 

Aus der Projectivität der beiden Punktreihen auf den Trägern |AB| 
und \ED| folgt aber auch bei der paarweisen Gruppirung der je vier Punkte 
zu Punktepaaren einer Involution, dass die Doppelpunkte dieser Involutionen 
einander in bestimmter Weise entsprechen, wodurch das Strahlenpaar gy 
charakterisirt wird. 

Denn bezeichnen wir zur Abkürzung die Punkte: 

AB, &d)=p, (AB, De) =, 
ED, Ab)=r, (CD, Ba) = 3, 
so liefert die Projeetivität der Punktreihen auf |AB| und |ED| die Gleich- 
heit der Doppelverhältnisse: 
ABpg) = (TECH). 
Nennen wir aber g und g’ die Doppelpunkte der Punktinvolution, welche 
auf |XAB| durch die Punktepaare A und ®, p und q, bestimmt wird, und 
sind g, und g, die in der Geraden |&ED| den Punkten g und g’ projeetiv 
entsprechenden Punkte, so haben wir: 
ABpg) = (BAgg) 
wegen der projeetiven Natur einer Involution; ferner 


(ABpg) = (18 &g,), 


BAgg) = (Srdg,), 
folglich 
(sg) = (Srdg,), 


also ist g, ein Doppelpunkt der Punktinvolution auf |ED|, welche durch 
die Punktepaare E& und D, r und 3 bestimmt wird, und in gleicher Weise 
der andere Doppelpunkt g, derjenige, welcher dem Doppelpunkt g’ des 
Trägers |AB) projeetiv entspricht. Hieraus folgt, dass die Verbindungs- 
linien |gg’| und |g’g,| Erzeugende des Hyperboloids AP und daher das 
einzig übrig bleibende Paar von Verbindungslinien |g9g,| und |g’g,) das 
(reradenpaar gg’ ist. 
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Endlich wollen wir noch bemerken eine Eigenschaft des Geraden- 
paars gg, welche sich unmittelbar aus dem Vorigen ergiebt. Da nämlich 
auf der Geraden |UB| die Punkte U und B durch die Treffpunkte mit gg’ 
harmonisch getrennt werden und ebenso auf der Geraden |ED| die Punkte 
& und D durch die Treffpunkte mit gg’, so folgt, dass die vier Strahlen: 

ac, 82, 9 g 
und ebenso auch die vier Strahlen: 
AD|, | BE,  g' 
hyperboloidisch-harmonisch liegen; in gleicher Weise liegen offenbar auch 
ac, ‚bd|. 95.g 


| 
und 


’ 


ad. be ı 9% 9 
hyperboloidisch-harmonisch. Wir können also folgende Eigenschaft des Ge- 
radenpaars gg aussprechen: 

Das Geradenpaar gg besitzt rücksichtlich des Tetraöders AUBED die 
Eigenschaft, dass es dem einen Paar Gegenkanten desselben AB| und VD 
begegnet und mit jedem der beiden übrigen Paare von Gegenkanten hyper- 
boloidisch-harmonisch liegt. Dieselbe Eigenschaft besitzt das Geradenpaar gg 
auch rücksichtlich des Tetraöders abıd. 

9. Das (reradenpaar gg, an welches sich unsere Betrachtungen 
von No. 5 und 4 knüpften, (1.) von 8 Tetraädern 


ging hervor aus der Gruppe ( 
No. 2), weleher die beiden Gruppen (II.) und /III.) zur Seite stelıen: es ist 
einleuchtend, dass für diese genau dieselben Betrachtungen und Resultate 
sich ergeben. Es tritt also zu dem Geradenpaar gg’, welches den vier 
(seraden begegnet: 
a5, /ED|, jJab, je |, 
noch ein zweites Greradenpaar Ah’, welches den vier Geraden begegnet: 
ae, IBD|. lacl, Bl, 
und ein drittes Geradenpaar ö, welches den vier Geraden begegnet: 
aD], |BE, jad|, |be; 
den Zusammenhang dieser drei Geradenpaare wollen wir jetzt ermitteln. 
Hierzu betrachten wir einerseits die vier Greraden: 
'[Aacl, [B8b]| = 4, 


[Bac, [Abd]! = 1, 
[&acd, [DE 
Dac), [Ebd!| = n, 


IL J 


m, 
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und andererseits die vier Geraden: 
I[Aab]. [Ed]! 
[Cab], [Ac]| = 4, 
ılBab]), [(Ded]| = m, 
|[Dab), [8] = m, 
von denen die vier ersten Schnittlinien entsprechender Seitenflächen von 
Tetraäderpaaren aus der Gruppe (l.) in (No. 2), die vier letzten aus der 
Gruppe (1I.) entnommen sind, also die ersteren von dem Geradenpaar gg, 
die letzteren von dem Geradenpaar hh’ getroffen werden. 
Es ist nun ersichtlich, dass die vier Ebenen: 
[Mac], [360], [Nab], [Ced] 
sich in einem Punkte schneiden müssen, denn die erste und dritte Ebene 
schneiden sich in der Geraden |Aa|, die zweite und vierte Ebene in der 
Geraden |D,d| und die beiden Geraden |Aa| und |D,d| treffen sich im Raume. 
weil sie in einer Ebene [XAadD,] liegen, folglich müssen sich die obigen 
vier Ebenen in einem Punkte schneiden, durch welchen sämmtliche sechs 
Schnittlinien je zweier derselben hindurchgehen müssen; mithin ist der 
Schnittpunkt: 
(kk,) = (Ua, DD). 
In gleicher Weise erkennen wir, dass die Schnittpunkte: 
(kl) = (U, D,b), 
(km,) = (Bb, Cie), 
(kn,) = (2, Ga) 
sind, und ebenso ergeben sich die Schnittpunkte: 


(Ik) = (Ab, Die): os = (Cr, 3b); (nk)=(E, Ba); 


\ 
U)=(M, Da); mi,) = (Ca, Bd); (nl)= (Eh, Bio): 
(Im,) = (Ba, & 9): has = (DD, Aa); (nm,) = (De, Ab); 
(In) = (Be, &,b): (mn,) = (Db, Ar); (nn,) = (Da, AD). 


Es zeigt sich also, dass jede der vier Geraden klmn jeder der vier Geraden 
k,lım,n, im Raume begegnet; folglich gehören die ersten vier Geraden der 


einen Regelschaar, die zweiten vier Geraden der andern Regelschaar eines 
und desselben Hyperboloids an, welches wir mit H“ bezeichnen wollen. 
Der einen Regelschaar dieses Hyperboloids gehören offenbar auch die 
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beiden Geraden Jac| und |bd| an, weil sie den vier Geraden klmn gleich- 
zeitig begegnen, der andern Regelschaar die beiden Geraden Jab| und ||, 
weil sie den vier Geraden k,/,m,n, gleichzeitig begegnen; das Hyperboloid 
H® geht also durch die vier Seiten des windschiefen Vierseits: 


abde. 
Dies Resultat, dass die sechs Geraden: 
abl, dl, 5 L m n 
einer Regelschaar, und die sechs Geraden: 
aa, 


der andern Regelschaar eines und desselben Hyperboloids angehören, ergiebt 
zugleich die Projectivität der beiden Ebenenbiüschel: 


lac 





ae ABED]) A |W|[BADE], 
sowie die Projeetivität der beiden Ebenenbüschel: 

ab|[ABED] 1 || [EDAD], 
aus welcher durch Umstellung der Elemente sich ergiebt 

‚ab [ABED] 1 | [ABED], 
und hieraus folgt, dass die vier Geraden: 

AB, |, |BU|, |ED,|, |DE,| 
hyperboloidische Lage haben, ein Resultat, welches schon oben (No. 2) auf 
andere Weise ermittelt wurde. 

Da nun das Geradenpaar gg’ den sechs Geraden: 

ab, dl, 4, L m, n 
gleichzeitig begegnen muss, und ebenso das Geradenpaar Ah’ den sechs 
(seraden: 

lacl, 1601, 4 m, m 
gleichzeitig begegnen muss, so gehören auch gg’ und Ah’ den beiden Regel- 
schaaren desselben Hyperboloids H° an, und das erste Geradenpaar muss 
daher dem zweiten im Raume begegnen. 

In ganz derselben Weise können wir nachweisen, dass auch das 
dritte Geradenpaar @, welches aus der Gruppe (Ill.) der Tetraäderpaare 
‚No. 2) entspringt, sowohl dem Geradenpaare gg’, als auch dem Geraden- 
paare hh’ begegnen muss. Da der Strahl ö aber die Strahlen g und A 
treffen muss, die selbst in einer Ebene liegen, so muss ö entweder in der 
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Ebene [gh] liegen, oder, wenn ö nicht in dieser Ebene liegt, durch den 
Punkt (gh) gehen. Da gleichzeitig den beiden Strahlen g’ und 4’ begegnet, 
die selbst in einer Ebene liegen, so muss i entweder in der Ebene 
[gh’) liegen, oder durch den Punkt (g’h) gehen. Es muss daher die Ge- 
vade ö entweder die Sehnittlinie |[g%], [g’A)]| oder die Verbindungslinie 
(gh), (g’h)| sein; denn der noch denkbare Fall, dass ö© durch den Punkt (gk) 
einge und in der Ebene [g’h’] läge, ist unzulässig, weil der Punkt (gh 
ausserhalb der Ebene [g’h’] liegt. Das Gleiche gilt auch für die Gerade /', 
welche entweder mit der Verbindungslinie |(gA), (g’h'), oder mit der Schnitt- 
linie |[gA], [g’h)| zusammenfallen muss. Da es aber nur zwei Gerade ii 
giebt, so wird die eine von ihnen die Verbindungslinie \(gh), (g’h’)| und die 
andere die Schnittlinie |[gA], [g’’)]| sein müssen. 

Dies lässt sich nun so aussprechen: 

Die drei Geradenpaare gg, hh', i, fügen sich zu den drei Paar 
(regenkanten eines Tetraeders zusammen, treffen sich also viermal zu je dreien 
in einem Punkte (Tetraöderecke) und liegen viermal zu je dreien in einer 
Ebene (Tetraeöderfläche). 

Nennen wir die Ecken dieses T'etraäders: 


D = (ghi), 
OÖ, = (ghi), 
VO, = (ghi'), 
VO; = (ghi), 
also 
g = DD|l, A=/OD|, i=lDB,|, 
g= DO8|, #=lO8|, © =JjDOD:]|; 


es ist leicht zu sehen, welche Bedeutung dieses Tetraäder OD,D,O, für 


unsere haumeurve ©“ hat. Da nämlich (No. 4) sowohl gg‘, als auch Ah 
und ö je ein Paar conjugirter Strahlen für sämmtliche Oberflächen zweiter 
Ordnung ist, welche durch die Raumeurve C® gehen, so ist OD,O,D, das 
gemeinsame Polartetraeder für sämmtliche Oberflächen zweiter Ordnung, welche 
durch die Raumceurve C* gehen. Hieraus folgt die weitere Eigenschaft, dass 
die Ecken des gemeinsamen Polartetraöders die Mittelpunkte (Spitzen) der 
vier Kegel zweiter Ordnung sind, welche sich durch die Raumeurve C® legen 
lassen, d.h. dem Flächenbüschel durch C“® angehören. Denn jede Ebene, 


welche durch eine Eeke des Tetra@ders gelegt wird, schneidet die gegen- 
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iiberliegende Seitenfläche in einer Geraden und das Flächenbüschel in einem 
Kegelschnittbüschel, für welches jene Ecke und diese Gerade Pol und 
Polare sind. Die Ecke muss also ein 'Tripelpunkt für das Kegelschnitt- 
biischel oder der Doppelpunkt eines in demselben enthaltenen Linienpaares 
sein. Da nun die durch die Tetraäderecke und die Raumeurve 0 be- 
stimmte Fläche zweiter Ordnung von jeder durch die Tetra@derecke gelegten 
Ebene in einem Linienpaar geschnitten wird, so ist sie ein Kegel zweiter 
Ordnung. Wir bemerken noch, dass unsere Construction der vier Kegel- 
spitzen allein vom zweiten Grade ist, indem sie nur von der Ermittelung 
der Doppelpunkte bekannter Punktinvolutionen abhängt (S. 153). Diese Con- 
struetion giebt auch Aufschluss über die Realität des Polartetraäders. 
Schon früher sahen wir, dass die Punktinvolutionen auf einem Paar 
Gegenkanten des Tetraäders ABED, durch deren Doppelpunkte das Ge- 
radenpaar gg’ (ebenso Ah’ und ö) geht, immer gleichartig sein müssen; ob 
diese nun hyperbolisch oder elliptisch sind, erkennen wir sofort, wenn wir 
die Punktinvolutionen auf drei Tetra@derkanten einer Seitenfläche z. B. [U BE] 
untersuchen. Wir haben 
auf der Kante |ADB| die Punktepaare: A und B, (AB, Ed) und (AB, De). 
(A 


in -  |AC| - - U und &, (AE, Bd) und (AL, Db). 
Ei - - |8E| - - B und &, (BE, WA) und (BE, Da), 
zur Bestimmung der zugehörigen Punktinvolutionen. 
In der Ebene [ABC] sind die drei Punkte: 
(AB, Cd), (AL, Bd), (BE, A), 


nichts anderes, als die Durchsehnittspunkte der Dreiecksseiten AB), |UC, |BE] 
und der Verbindungslinien der gegenüberliegenden Eeken &, 8, A mit dem 
vierten Punkte d. Solche drei Punkte können immer nur auf zweierlei 
Art gelegen sein, nämlich: entweder 1) alle drei liegen zwischen den Ecken 
des Dreiecks ABE, oder 2) einer liegt zwischen den Dreiecksecken und 
die beiden andern auf den Verlängerungen der Dreiecksseiten. 

Ferner liegt der Punkt (AB, De) in der Sehnittlinie: 


[DAB] , [DEA 


d.h. in der Ebene, welche durch |DE| normal zur Ebene [DAB] zelest 
werden kann; ebenso liegt der Punkt (AC,. Db) in der Schnittlinie: 





DAE] , [DBH) 


_ 
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d.h. in der Ebene, welche durch |DB| normal zur Ebene [DAC] gelegt 
werden kann, und endlich liegt der Punkt (BE, Da) in der Schnittlinie: 


[DBE], [DAa] 


d.h. in der Ebene, welche durch |DA| normal zur Ebene [DBE] gelegt 
werden kann. 

Wenn man aber in dem Dreikant |DA|, |DB|, |DE| durch jede 
Kante normal zur Ebene der beiden andern eine Ebene legt, so schneiden 
sich diese drei Ebenen bekamntlich in einer Geraden (Höhenstrahl des 
Dreikants, s. o. S. 132); trifft diese Gerade die Ebene [ABC] in dem Punkte 
v, so sind die drei Punkte: 


(AB, De), (AC,D6), (BE, Da) 





) 


identisch mit 
(AB, Ey), (AC,BY), (BE, Ad’) 

d.h. die Durchschnittspunkte der Verbindungslinien |Ad’|, |8d’|, |Ed’| mit 
den Gegenseiten des Dreiecks ABE; folglich liegen diese drei Punkte in 
gleicher Weise auf den Seiten des Dreiecks ABE, wie die vorigen drei 
Punkte, d. h. entweder alle drei zwischen den Eeken oder einer zwischen 
den Eeken des Dreiecks und die beiden andern auf den Verlängerungen 
der Dreiecksseiten. 

Wir können jetzt das Dreieck ABE und die beiden Punkte d V’ auf- 
fassen und die Lage der Durchschnittspunkte der Verbindungslinien dA 
vB|, IdEI so wie IV’A, I'd, IV’ E| mit den Dreiecksseiten |BE|, |EA, [AB 
durch das Zeichen + oder — bezeichnen, je nachdem sie je zwei Dreiecks- 
ecken trennen oder nicht trennen, dann erhalten wir folgende Möglichkeiten: 


(für d) (für ®) 
AB ACC IBE AB| |ACI IBE 
+ + + + + + 
“ * AN u AR R® 


Verbinden wir nun jede Möglichkeit für d mit jeder Möglichkeit für d' 
und bezeichnen immer die Verbindung zweier gleichen Zeichen durch A 
‚hyperbolische Involution), die Verbindung zweier entgegengesetzten Zeichen 
durch e (elliptische Involution), so erhalten wir die 16 Fälle: 
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ABI IACI IBE 





h h h 
h e e 
e h e 
e e hi 
h e e 
h h h 
e e h 
e h e 

h e 
e e h 
h h h 
h e e 
e e h 
e h e 
h e e 
h h h 


d.h. viermal die Verbindung Ahh und zwölfmal die Verbindungen: hee 
oder ehe oder eeh, also: 

Von den drei Punktinvolutionen auf den Seiten eines Dreiecks, welches 
eine Seitenfläche des Tetraöders ist, sind entweder alle drei hyperbolisch oder 
eine ist hyperbolisch und die beiden andern sind elliptisch; da ferner die Punkt- 
involutionen auf einem Paar Gegenkanten des Tetraäders immer gleichartig 
sind, so folgt: 

Von den sechs Punktinvolutionen auf den Kanten des Tetraöders A\BED 
sind entweder sämmtliche hyperbolisch oder nur zwei auf einem Paar Gegen- 
kanten des Tetraöders hyperbolisch und die vier übrigen elliptisch. Von 
den drei Geradenpaaren gg, hh', i sind also entweder alle drei oder nur 
eines reell, d.h. die Ecken des Polartetraäders OO,O,0, sind entweder 
sämmtlich reell oder sämmtlich imaginär; immer aber muss ein Paar 
Gegenkanten des Tetraäders reell sein. Der Fall, dass von dem Polar- 
tetra@der nur zwei Ecken reell und die beiden andern imaginär sind, kann 
also hier überhaupt nicht eintreten. Wir werden im Folgenden vorzugs- 
weise den Fall eines völlig reellen Polartetraöders im Auge behalten. 

6. Wir haben oben (8. 153) gesehen, dass auf dem Paare Gegen- 
kanten |AB) und |ED| die Doppelpunkte der Punktinvolutionen, welche 


21” 
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durch die Punktepaare: 
U und BB, (AB, ES) und (AB, De), 
G und D, (ED, A) und (ED, Ba) 


bestimmt sind, durch zwei Linienpaare verbunden werden können, von denen 
das eine das Geradenpaar gg’ ist und das andere auf dem orthogonalen 
Hyperboloid 4} liegt. Betrachten wir dieses zweite Linienpaar und die 
analogen beiden Linienpaare, welche in gleicher Weise bei dem Kanten- 
paar |AC| und BD) und bei dem Kantenpaar |AD| und |BE| auftreten, 
so erkennen wir, dass auch diese drei Linienpaare im Raume zu den drei 
Paar Gegenkanten eines neuen Tetraäders sich zusammenfügen. Um dies 
zu erkennen, bezeichnen wir die Treffpunkte 


der Geraden g mit dem Kantenpaar |AB| und ‚ED| durch g und g., 


j . ee - - und - -  g und g,, 
’ - h - - - AC und BD - Hund dh, 

i Ei 5% . - und - - h' und h,, 
i . bi - AD| und |BE) - i und i, 
. i ETF - - und - - i und i, 


dann haben wir zunächst auf jeder der 


Fig. 1 R . . u yo a 
vier Seiten des windschiefen Vierseits 
g ABTE 
B.) a . . . 
y Bee; ein Punktepaar, welches die beiden 
47 Ecken nach dem Obigen harmonisch 
g* trennt; es ist also das Doppelver- 
Ä hältniss 
EHER B Bu» — AHaa) = 1 
ie \* 99) | 
g, 6 "5 ER 


Te und wenn wir diese vier harmonischen 
‘ Punkte mit der Geraden |g,b,| ver- 

i binden, so erhalten wir vier harmo- 
/ nische Ebenen: 


5 19:6: | [A Bag] = -I1, 


welche der Geraden |AC| wieder in 
vier harmonischen Punkten begegnen 
müssen; von diesen sind die beiden ersten offenbar A und E, der dritte 5, 
weil die Ebene [gg.d,] = [gk] durch den Punkt O geht, in welchem sich g h 
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begegnen, und die Gerade |4,O0| =%h der Geraden |AC| im Punkte h be- 
gegnet; der vierte harmonische Punkt zu ACH ist aber der Punkt h/, folg- 
lieh geht die Ebene [g,5,9’] durch den Punkt h', oder, was dasselbe ist: 
' ' 
s he h 
liegen in einer Ebene. 
In gleicher Weise zeigen wir, dass auch die vier Punkte: 
sh 
in einer Ebene liegen; ferner liegen 
sh 9 5 
in einer Ebene und endlich 
en 
s bg 
in einer Ebene. 
Da die vier Punkte 9, 5. 9° 5 in einer Ebene liegen, so müssen die 
beiden Geraden: 
gg! und I, 


sich treffen in einem Punkte, durch welchen nothwendig die vier Ebenen: 


[99:9], [99:9], [66:5], [B:H:H) 
hindurchgehen müssen; in diesem Punkte treffen sich daher die sechs 
Schnittlinien von je zwei dieser vier Ebenen; diese sechs Schnittlinien 
sind aber: 
991, HH, AO, BO, ED, DO; 
und treffen sich in dem Punkte 
R = (gg), Hi’). 
In gleicher Weise sehen wir, weil die vier Punkte gq 5 g, 5; in einer 
Ebene liegen, dass die beiden Geraden: 
gg! und bh: 
sich im Raume treffen müssen, also durch ihren Treffpunkt die vier Ebenen 
sehen: 
[9:99:), Lesgıl, [Hi6H:], [6HH1], 
und deren sechs Schnittlinien zu je zweien, nämlich: 
ggıl, IH, IDOL, ED, I8Ol, IUD;|, 
welche sechs Geraden durch den Punkt 
I; = (991, hi) 


gehen. 
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Ferner haben wir die vier Punkte g 5, gı 5‘ in einer Ebene, also 
treffen sich 
gg! und IHN’ 
in einem Punkte, durch welchen die vier Ebenen gehen müssen: 


[9:99:), [e’sgıl, [66:67, [H1H:H/] 


und deren sechs Schnittlinien zu je zweien, nämlich 
1991|, bb, CD], DO,|, AD;|, BO; |, 
welche sechs Geraden durch den Punkt: 


P: = (991, 516‘) 


Endlich haben wir die vier Punkte g, 5 g’ bh, in einer Ebene, also 
treffen sich 


sehen. 


Igıg’! und IH: 
in einem Punkte, durch welchen die vier Ebenen gehen müssen: 
[8919], [E99], [HH], [HN], 
und deren sechs Schnittlinien zu je zweien, nämlich: 
1991, IH, BO, AO, DO, I&S;|, 
welche sechs Geraden durch den Punkt 


B, = (919, 55.) 


Wir erkennen hieraus zunächst die eigenthümliche Lage des Polar- 
tetra@ders zum ursprünglichen Tetra@der: 

Das Polartetraöder DD,D:O; und das ursprüngliche Tetraöder ABED 
liegen auf vierfache Art perspectiv, so dass sich die je vier Verbindungslinien: 


gehen. 





aD|ı (BO, 1ED IDO;, in einem Punkte B, 

MO, BO | ED; | DO,| a6 ” ” B,, 
aD, I8D| IEO|I| 1808| - - - R,, 
AD; 188 ID 8O|I - - - B; 





schneiden. Diese vier Punkte B B % %; bilden selbst die Ecken eines 
windschiefen Vierseits, dessen Seiten die Geradenpaare sind: 

9 I und (HH 191, 
von denen das erste das von gg’ verschiedene Paar Verbindungslinien der 
Doppelpunkte der Involutionen auf |AB| und |ED| ist, das andere das von 
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hh' verschiedene Paar Verbindungslinien der Doppelpunkte der Involutionen 
auf IAC| und |BD) ist. 
Wenn wir nun dieselbe Betrachtung wiederholen, indem wir nur statt 

von dem windschiefen Viereck: 

AUBDE 
von dem windschiefen Viereck: 

ABED 
ausgehen, so erhalten wir ein analoges Resultat, welches wir aus (dem 
vorigen ablesen können, indem wir nur € und D mit einander vertauschen. 
folglich an Stelle der vier Punkte: 


die vier Punkte: 


setzen; dadurch werden die Punkte DO und ©, nicht alterirt, dagegen geht 
O, in ©, und DO, in ©, über, folglich geht, wie wir sehen, ®, in B, und 
%, in 9% über, während B und %, nicht alterirt werden. Wir erhalten also 
wie vorhin 

9, HH) re, ih) a, N) (gg, HH) SR 
nunmehr: 

he lt): lg, Hr); (gg, ti)=i 
(sehen wir drittens von dem windschiefen Viereck: 


ACHT 


aus, so haben wir in den ersten Ausdrücken B und D mit einander zu 


#- 


+ 


vertauschen; dadurch treten nur an Stelle der Punkte g 9, g’ 9, die vie: 
Punkte i i, i' 1; die Punkte O und ©, werden nicht alterirt, dagegen geht 
VO, in DO, und DO, ind, über, folglich bleiben B und B, ungeändert, während 
B, und ®, in einander übergehen: wir erhalten also: 


HN) hr) hp Mi, HH) = P 


oder, wenn wir alle drei Ergebnisse zusammennehmen: 


(9:9, 99, ut) = 8, 
(919, HH, 11) 
dh, ii, gg) = PR, 
(1i, 99, 55) = B5; 


|} 
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es sind also: 

gel, 19 = PrPs, 

h1h' ” PP: |, bh, | PBPı |; 

ut = | PP; |, Bir = |PıP. 
die drei Paare von Gegenkanten des Tetraäders PP.P:P;.. Da wir nun 
wissen (8. 153), dass das Geradenpaar |g,g’| und |gg\| ein Paar Erzeugender 
des orthogonalen Hyperboloids HP und das Geradenpaar 6,6‘ und |bh, 
ein Paar Erzeugender des orthogonalen Hyperboloids 43° ist, so liegen die 
Schnittpunkte PP,P:P; auf der Schnitteurve C® der beiden Hyperboloide 
H und HA”. Wir können mithin folgendes Resultat aussprechen: 

Verbindet man die Doppelpunkte der oben ermittelten Punktinvolutionen 

auf den drei Paar Gegenkanten des Tetraöders ABED in anderer Weise als 
durch die drei Linienpaare gg‘, hh', i, welche sich zu den Gegenkanten des 
Polartetraöders DD,D:D, zusammenfügen, so erhält man drei neue Linienpaare, 
welche sich ebenfalls zu den drei Paar Gegenkanten eines Tetraöders PP PP; 


zusammenfügen. Die Ecken dieses Tetraöders liegen auf der Raumcurve C. 
Diese drei Tetraöder: 


\ 


ABED, DODD, PPPP; 
stehen in dem eigenthümlichen Zusammenhange mit einander, dass je zwei von 
ihnen auf vierfache Weise in perspectiver Lage sich befinden und die vier 
Perspectivitätscentra allemal die Ecken des dritten Tetraöders sind. 


Das Letztere erkennen wir unmittelbar aus dem obigen Ergebniss, 
dass nämlich: 


aD, IBO,, ED, IDO;| in dem Punkte %, 
AD, 1801, Ol, ID - - - ,. 
AD, - 1881 Io, IBOl|l - - - B:, 
AD;, 1881, ED, IDO| - - - P;. 


sich trefien, woraus unmittelbar folgt, dass 


AP, BB, EB, ID in dem Punkte OO, 
ABI, I OP IB ID - - f D, 


AB: |, DB; |, 6% ) DB, P r ei 
AB, Bl, EB, DEI - - - 


sich treffen und endlieh auch 


1) ÖO 
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OP, DB, DB, OP in dem Punkte 2, 


B us? a 2 = on r 
N 2 R P\ P.€ = 
OP, DB, DDP, OP: 1% . D, 
K a MR - = u 
OP; ) OP: ’ DB, . O,B - - - 2) 


sich treffen, wodurch die vorige Behauptung gerechtfertigt ist. Auf diese 
eigenthümliche Lage von drei Tetra@dern hat Herr Cyparissos Stephanos* 
aufmerksam gemacht und nennt dieselben ein „desmisches System von drei 
Tetraödern“. Sobald ein Tetraäder ABED und ein beliebiger Punkt 
gegeben ist, kann man nach dem Obigen ein solches desmisches System 
auf folgende Weise construiren: 

Man lege durch O die einzige Gerade g, welche dem Paar von 
Gegenkanten AB, und |ED; begegnet, die einzige Gerade h, welche dem 
Gegenkantenpaar AC und BD, begegnet, endlich die einzige Gerade ;, 
welche den Gegenkanten AD; und ‚BE, begegnet; dadurch erhält man 
auf jeder der sechs Kanten einen Treffpunkt; construirt man zu diesem 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt rücksichtlich der beiden 
Tetraäderecken auf der Kante, so erhält man sechs neue Punkte auf den 


Kanten; verbindet man von denselben je zwei auf einem Paar Gegenkanten 


(or 
> 
liegende Punkte durch drei neue Gerade g’, A, d, so sind gg‘, hh’, i die 


drei Paar Gegenkanten eines zweiten Tetra&ders OOD,0,0;, welehes mit dem 


zuw2n;s 
Tetraäder ABED in vierfacher Weise perspeetiv liegt. Die auf jedem 
Paar Gegenkanten des Tetraäöders ABED construirten Punkte lassen sich 
aber noch auf eine zweite Art durch Linienpaare verbinden, und diese drei 
neuen Linienpaare setzen sich ebenfalls zu den drei Paar Gegenkanten 
eines dritten Teetraäders PP,P;P; zusammen, welches mit jedem der beiden 
vorigen in vierfacher Weise perspectiv liegt. Die Perspeectivitätscentra für 
je zwei dieser drei Teetraäder sind allemal die Eeken des dritten Teetraüders. 
In dieser Weise kann man von jedem der drei Tetra@der des desmischen 
Systems ausgehen und braucht nur noch eine Ecke eines der beiden übrigen, 
um diese selbst vollständig herzustellen. 


*) „Sur les systömes desmiques de trois tetra&dres* par M. Uyparissos Stephanos 
(Bulletin des Seiences mathematiques, 2° serie, t. III; 1879). Bei Gelegenheit der Natur- 
torscher- Versammlung in Baden-Baden (September 1879) habe ich eine Construction 
zweier in vierfacher Weise perspectiv liegenden Tetraäder angegeben (Tageblatt der 
92. Versammlung deutscher Naturforscher und Aerzte in Baden-Baden 1870: „Einige 
Sätze über das Tetraäder,* Seite 177), die mit der von Herrn Stephanos übereinkommt. 


1 
i 
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Wir übersehen auch leicht den Zusammenhang zwischen den Kanten 
der drei 'T'etraöder eines desmischen Systems; da nämlich AO und BO, 
sich in dem Punkte ® treffen, so liegen die vier Punkte ABOOD, in einer 
Ebene, in welcher nicht allein der Punkt ®, sondern auch der Schnittpunkt 
%, der beiden Geraden 'AD,| und BO, liegen muss. Es trifft daher die 
Kante PP, sowohl AB, als auch OO, und in gleicher Weise auch 
CD; und DD, ; dasselbe gilt von der Kante BP; . Das Gegenkanten- 
paar PB und PB; des einen Tetraöders eines desmischen Systems be- 
gegnet also sowohl dem Gegenkantenpaar AB und ED des andern, als 
auch dem Gegenkantenpaar DD, und D,O,, des dritten Tetra@ders. Da- 
gegen erkennen wir, dass das Kantenpaar PR,| und BB; | mit dem Kanten- 
paar AC und ‚BD hyperboloidisch-harmonisch liegt, weil diese vier Ge- 
raden im Raume sowohl von der Geraden AB‘, als auch von der Geraden 
CD in je vier harmonischen Punkten getroffen werden. Ebenso liegt auch das 
Kantenpaar PP! und P%;| mit dem Kantenpaar AD und BE, hyper- 
boloidisch-harmoniseh. In gleicher Weise sehen wir, dass das Kantenpaar 
PB, und BP; mit dem Kantenpaar OO, und 'DO,O;| hyperboloidisch-har- 
monisch liegt; denn diese vier Geraden im Raume werden sowohl von der 
Geraden DD, =g, als auch von der Geraden 'O,0,|=g' in je vier har- 
monischen Punkten getroffen. (Dass die vier Punkte g g, DO DO, harmonisch 
liegen, geht daraus hervor, dass die vier Ebenen, welehe durch ‚BD. nach 
den vier harmonischen Punkten X & h bh’ hingehen, die Gerade g in den 
vier harmonischen Punkten 9 g, O ©, treffen müssen.) Es stellt sich also 
das Ergebniss folgendermassen heraus: 

Nimmt man von den drei Tetraödern eines desmischen Systems ein be- 
liebiges heraus und von einem zweiten irgend ein Paar Gegenkanten, so be- 
gegnet dasselbe allemal nur einem Paar Gegenkanten des ersten Tetraöders, 
liegt dagegen mit jedem der beiden andern Paare Gegenkanten hyperboloidisch- 
harmonisch. Von solchen drei Kanten der drei verschiedenen Tetraöder, welche 
sich begegnen, liegen allemal drei in einer Ebene und drei treffen sich in einem 
Punkte, welcher in der Ebene selbst liegt, z. B. liegen AB| |OO,| |PR.| in 


er 


einer Ebene, dagegen treffen sich |ED| DO, | BB.) in einem Punkte u. s. w. 

Auch ergiebt sich der Zusammenhang zwischen den Seitenflächen 
der drei Teetra@der eines desmischen Systems. Bekanntlich müssen, wenn 
zwei Tetra@der perspeetive Lage haben, die vier Schnittlinien ihrer ent- 


sprechenden Seitenflächen in einer Ebene liegen (specieller Fall des oben 




















u 


u 
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S. 151, Anmerkung, bewiesenen Satzes). Betrachten wir z. B. die beiden 
Tetraäder: 
AUBED 


z 
O0, D, O8 
ul al 


u! 


33 

welche perspeetive Lage und den Punkt ® zum Perspectivitätseentrum haben, 
und suehen die vier Schnittlinien entsprechender Seitenflächen auf, so wird 
die Schnittlinie | [ABC], [OO,O]|, weil in ihr der Schnittpunkt: 


und 
und 
(BE, D,D,) =— 1, 


liegt, identisch sein mit der Geraden, in welcher die drei Punkte: 
ohi 

liegen; ebenso ist die Schnittlinie der Seitenflächen: 
AB2]), DODI]| = ig 1 il, 
|[ACD), DOO]| = Ih i gl, 
[BED], [DDDO]| = [u H gil. 

Die sechs Punkte g 5 1 g, Hi 1, liegen aber offenbar in einer Ebene, weil 

199.) Pr 'PP;|, bb: | Zn; PB | 1» ii] = IPıP: | 


ist, also in der Ebene: 





I 


[PıPrP;] 
und bilden die drei Paar Gegenecken eines vollständigen Vierseits; also: 

Wenn die beiden Tetraöder ABED und DD,D;0, rücksichtlich des Per- 
spectivitätscentrums ‘$ in perspectiver Lage sich befinden, so liegen die vier 
Schnittlinien entsprechender Seitenflächen in der Ebene |B,B;%;]. Oder all- 
gemein: 

Nimmt man von den drei Tetraödern eines desmischen Systems irgend 
zwei heraus, so liegen sie auf vierfache Art gleichzeitig so im Raume, dass 
die vier Schnittlinien ihrer Seitenflächen sich in je einer Ebene befinden; diese 
vier Ebenen sind die vier Seitenflächen des dritten Tetraöders. 

Wir sehen zugleich, wie sich die 12 Treffpunkte, in welchen sich 
die Kanten der drei Tetra@der eines desmischen Systems begegnen, zu je 
dreien auf geraden Linien und zu sechsen als die drei Paar Gegenecken 
vollständiger Vierseite in Ebenen gruppiren: 


22* 
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BipBl: BB]: PB] : BB]: 




























hi a hi, ht hi, 
g hi gh hr ghi 
gıhi gıhi gıh t gb 
gıhi gıdılı gıhılı Yıhılı. 


Andererseits gruppiren sich dieselben 16 Geraden, in welchen je drei dieser 
Punkte liegen, zu folgenden vollständigen Vierseiten in den Ebenen: 
DOD: [DDD,: [DDD]: [DD,D:]: 


hi, hi, hi, hi 
hi hi g hi g hir 
gıht gi g.h'i gıh i’ 
gıdıtı gıdılı gıdılı gıdılı, 


und endlich gruppiren sich dieselben 16 Geraden, in welchen je drei dieser 
Punkte liegen, zu folgenden vollständigen Vierseiten in den Ebenen: 


[BED]: (ACD] Br [AB]: g [ABE]: 


Yıhılı gıh'i hi hi 
gıhii, hr shit Hi, 
gıdılı ht g hir hi, 
gıhıl, gıhi g hit 93h, 


d.h. die zwölf Punkte, in welchen sich die Kanten der drei Tetraöder eines 
desmischen Systems zu je dreien begegnen, liegen auch zu je dreien auf sechs- 
sehn Geraden, in welchen sich gleichzeitig je drei Seitenflächen der drei ver- 
schiedenen Tetraöder des desmischen Systems durchschneiden, und bilden in 
diesen Seitenflächen zu je vieren zwölf vollständige Vierseite, deren Diago- 
nalen die achtzehn Kanten der drei Tetraöder des desmischen Systems sind, 
indem jede Diagonale doppelt auftritt. Diese sechszehn Geraden stehen dual 
gegenüber denjenigen sechszehn Geraden, auf welchen zu je dreien immer 
drei Ecken verschiedener Tetraäder des desmischen Systems sich befinden: 

ADB BOT CDOT DOB 

ADB BOB LOB DOB: 

AOR, BOB COR DOR 

ADB; BOB; OB; Do ;, 
und diese bilden zwölf Vierkante, deren (räumliche) Diagonalen die acht- 
zehn Kanten der drei Tetraäder des desmischen Systems sind, indem jede 





[a fe) 
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Diagonale doppelt auftritt. So wie die vorigen sechszehn Geraden sich zu 
vieren in zwölf Punkten (ghi ete.) trafen, in welchen sich immer je drei 
Kanten von verschiedenen Tetraödern des desmischen Systems begeenen, 
liegen die letzteren sechszehn Geraden zu je dreien in zwölf Ebenen, in 
welchen immer je drei Kanten verschiedener Tetra@der des desmischen 
Systems liegen. Es stellt sich hiernach in der Figur selbst eine Dualität 
heraus, vermöge deren sie mit ihrer Polarfigur zusammenfällt. 

7. Kehren wir nach dieser Abschweifung zu der Betrachtung unserer 
Raumeurve C“ zurück. Es bedarf keines weiteren Nachweises, dass eine 
analoge Untersuchung, wie in No. 6, welche, anstatt von dem Tetraäöder 
ABED auszugehen, von dem Tetra@der abed ausgeht, zu ähnlichen Resul- 
taten führt. Auch die beiden Tetraäder abd und OD,D,OD, eonstituiren ein 
desmisches System, für welches das dritte zugehörige Tetra@der pp,p,p, auf 
der Raumeurve C® liegt. Da hiernach die Geradenpaare: 

AB und |ED), 

ab) und |cd| 
die Gerade g (und ebenso g’) in Punktepaaren treffen, welche wegen der 
Natur des desmischen Systems harmonisch getrennt werden durch die Punkte 
D und DO, (ebenso auf g’ durch DO, und D,), so sind uns auf dem Geraden- 
paar gg’ die Punktinvolutionen unmittelbar gegeben, deren Doppelpunkte die 
Ecken des Polartetraäders OD,D,D, sind. Wir können also dem End- 
resultate von No. 3 (8. 149) folgende Ergänzung hinzufügen: 

Wenn man das einzige Geradenpaar gg’ construirt, welches gleichzeitig 
den vier Geraden: 

AB| IED| Jab| | 
begegnet, so wird dasselbe von diesen beiden Paaren |UB| und |6D|, |ab 
und \cd| in Punktepaaren getroffen, die auf g und g’ zwei Punktinvolutionen 
bestimmen, deren Doppelpunkte die Ecken des Polartetraöders DD,D,D,;, d. h. 
die Mittelpunkte der vier Kegel zweiter Ordnung sind, welche durch die Raum- 
curve C® gelegt werden können. 

Aus den Eigenschaften der Tetra@der eines desmischen Systems er- 
giebt sich noch ein neuer Zusammenhang zwischen den beiden Tetra@dern: 

ABED und DDDD; 


in folgender Weise: 
Da auf dem Kantenpaar |AB| und |ED| die beiden Punktinvolutionen 
bekannt sind, deren Doppelpunkte: 
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99 und 948: 
in der einen Weise verbunden die Geraden: 
9 I=9=|OD,| und |gg|=g=|D:O;| 


liefern, in der andern Weise verbunden die Geraden: 


gg’) |PPı| und og) = |PP;| 


liefern, und da wir wissen, dass das letztere Geradenpaar (S. 154) ein Paar 
Erzeugender des orthogonalen Hyperboloids AH” ist, dem die Erzeugenden 
der Regelschaar; 

sg = AB] und (gig = CD] 


angehören, so folgt, dass die beiden Ebenen: 


' r ut 
[99:9] und [gıg'gi] 
normal auf einander stehen müssen, sowie auch die beiden Ebenen: 


[ggg] und [99:9:] 


normal auf einander stehen. 
Diese Ebenen lassen sieh aber so ausdrücken: 


ABOO,]L[EDDO,D,]; [UABO,O,] L[EDOD,]. 


Die Schnittlinien dieser normalen Ebenenpaare, d.h. die Geraden |PP,| 
und |P;P;| gehören hiernach nicht allein dem orthogonalen Hyperboloid HP 
an, welches durch zwei Ebenenbüschel erzeugt wird, deren Axen |AB| und 
‚ED| sind und deren entsprechende Ebenen normal auf einander stehen, 
sondern auch einem anderen orthogonalen Hyperboloid, welches durch zwei 
Eibenenbüschel erzeugt wird, deren Axen [DD,] und [D,D;] sind und deren 
entsprechende Ebenen normal auf einander stehen. 

Wenn man aber auf einem Hyperboloid ein windschiefes Vierseit 
hat, so sind die beiden Diagonalen desselben bekanntlich eonjugirte Strah- 
len in Bezug auf das EHyperboloid, folglich sind die beiden Diagonalen des 
von den vier Geraden: 

| DD, PP, | IO,D;| | PP; 
sebildeten windschiefen Vierseits, d. h. die Geraden: 
|AB| und |ED| 


ein Paar eonjugirte Strahlen in Bezug auf dasjenige orthogonale Hyper- 








boloid, welches von zwei Ebenenbüscheln erzeugt wird, deren Axen |OD, 


und |D,O;| sind und deren je zwei entsprechende Ebenen normal zu ein- 
ander sind. 
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Für ein windschiefes Vierseit auf einem Hyperboloid gilt aber noch 
die weitergehende Eigenschaft, dass seine Diagonalen nicht allein conjugirte 
Strahlen für das Hyperboloid sind, sondern auch irgend zwei Punkte auf 
der einen Diagonale, welche die Gegenkanten des Vierseits harmonisch 
trennen, und irgend zwei Punkte auf der andern Diagonale, welche die 
beiden übrigen Gegenecken des Vierseits harmonisch trennen, immer die 
vier Ecken eines Polartetraäders für das Hyperboloid bilden; da nun 


—_— -_. 


O9 |= Ih PRl=igl, ID |= gl, BB = |gigl 
ist, also das von diesen vier Geraden gebildete Vierseit 
99:9'9: 
zu seinen Diagonalen 
= AB, I = CD 

hat, und die Punkte A und B die Punkte gg’ harmonisch trennen, ebenso 
wie & und D die Punkte 9,9, harmonisch trennen, so folgt, dass ABET 
die Ecken eines Polartetraäders sind für dasjenige orthogonale Hyperboloid. 
welches von zwei projeetiven Ebenenbüscheln erzeugt wird, deren Axen 
DD,| und /D,D;| sind, und deren entsprechende Ebenen normal auf ein- 
ander stehen. In gleicher Weise sehen wir ein, dass ABED auch ein 
Polartetra@der ist für Er orthogonale Hvperboloid, welches durch die 
Tetraäderkanten |OD,| und | D,D,|, sowie auch für dasjenige, welches dureh 
OD,| und |D,DO,| gelegt werden kann; mithin ist ABED das gemein- 
schaftliche Polartetraäder für sämmtliche Oberflächen zweiter Ordnung, die 
dem Büschel angehören, welches durch die Sehnitteurve der letzten drei 
orthogonalen Hyperboloide geht. Es ergiebt sich hieraus das folgende reci- 
proke Verhalten: 

Wenn man durch die drei Paar Gegenkanten eines Tetraöders AUBG 


, 
a. 


die drei orthogonalen Hyperboloide legt, die sich in einer Raumcuree (' 

schneiden (No. 1), und man ermittelt das Polartetraöder DD,D,D,, welches 
sämmtlichen durch C gehenden Oberflächen zweiter Ordnung gemeinschaftlich 
ist, so ist auch umgekehrt für das Flächenbüschel durch eine Raumeurve C/”, 


die als der Durchschnitt dreier orthogonalen Hyperboloide, welche durch je 


ein Paar Gegenkanten des Tetraöderss DO,DO,DO,; gelegt werden können, auf- 
tritt, das gemeinschaftliche Polartetraöder das ursprüngliche ABED. 

Da wir oben (8. 166) gesehen haben, dass aus den beiden Teetraädern 
ABED und OD,D,O; eines desmischen Systems ein drittes Tetra&der PP,P;B; 
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hervorgeht, welches auf der Raumeurve C® liegt, so folgt nunmehr, dass 
dasselbe aus gleichen Gründen auch auf der Raumeurve C{” liegen muss, also : 
Die beiden Raumeurven C' und C/* begegnen sich in den vier Punkten 
Da wir ferner wissen, dass die sechs Punkte: 
ABPPOD, 
in einer Ebene liegen und ebenso 
CIPPOD, 


in einer Ebene liegen, so folgt, dass die auf der Raumeurve C® liegenden 


acht Punkte: 
ABCTPE PB, 
welche sich zu je vieren in zwei Ebenen vertheilen, eine Gruppe von acht 
assocürten Punkten bilden. 
Da auch die sechs Punkte: 


ADDOPB; 


in einer Ebene liegen, so ergiebt sich gleichzeitig, dass die auf der Raum- 
eurve C/* liegenden acht Punkte: 


DD DIDPEPB;, 
welche sich zu je vieren in zwei Ebenen vertheilen, eine Gruppe von acht 
associirten Punkten bilden. 

Indem ich hiermit die Untersuchung unserer Raumeurve C® vor- 
läufig abschliesse, möchte ich nur noch auf die Ermittelung des particulären 
Charakters unserer C®, gegenüber der allgemeinen Raumeurve vierter Ord- 
nung und erster Species, die Aufmerksamkeit der Geometer lenken. 


Breslau, am 30. December 1881. 


























Ueber die Aufhängpunkte und Axen für isochrone 
Schwingungen eines Körpers. 


(Von Herrn Böklen in Reutlingen.) 


" 
\ enn ein Körper um eine feste Axe pendelartig schwingt, so ist 
die Länge ! des isochronen einfachen Pendels gleich dem Trägheitsmoment 
des Körpers dividirt durch das statische Moment, beide in Beziehung auf 
die Schwingungsaxe genommen, oder 
- v”’+-d’ 
(1): dm -; 
v ist der Trägheitsradius, welcher einer durch den Schwerpunkt O gehenden 
(reraden parallel mit der Schwingungsaxe entspricht, und d der Abstand der- 
selben von 0. OJ ist das von O auf die Schwingungsaxe gefällte Perpen- 
dikel, also J der Aufhängpunkt, durch den unter Umständen mehrere 
Schwingungsaxen senkrecht zu OJ gehen, und es soll die Frage untersucht 
werden: Welches ist der Ort der Punkte J, sowie auch die Richtung der 
zugehörigen Schwingungsaxen, wenn 7= const.? In diesem Falle werden 
also die Schwingungen des Körpers isochron sein. 
Sind a>b>e die Quadrate der drei durch O gehenden Haupt- 
trägheitsradien, so ist 


i .) \ T | Y \ » £ 1 
a b c 


das Grundellipsoid. Bezeichnet man das von 0 auf eine Taangential-Ebene 
von (2.) eefällte Perpendikel mit e, so ist » ein Radius der Fusspunkttläche 
\ oO - 
von (2.) oder der inversen Fläche des Cauehy-Poinsotschen Uentralellipsoids 
3.)  aXx+by+ cz 1. 
Errichtet man auf einem Centralschnitte der Fusspunktfläche eine Senkrechte 
in O, und trägt darauf zwei Strecken ON und 0» ab gleich den Halbaxen 
des Centralschnitts, so liegen die Punkte N und » auf der Wellengeschwindig- 


< 
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keitsfläche 








x* 3 - ) 
(4.) I GE UER. SO 
iz a—v: + D_p! 7 c_p° . 








Aus (1.) erhält man e®®=ld—d’ und durch Substitution in (4.) 
x” y” FA 


a—ld+d r b—Id+d’ r cd 


Betrachtet man hier d als veränderlich und setzt = x’+y’+2’, so re- 








u 


5.) 


=(. 











präsentirt diese Gleichung die Grenzfläche für den Ort der Punkte J, welche 
mit (J) bezeichnet werden soll. | 
Ist in (d.) d constant, so stellt diese Gleichung einen Kegel vom | . 

zweiten Grade vor; durch Veränderung des Werthes von d erhält man eine 
Reihe von Kegeln, die confocal sind; ihre Focallinien entsprechen den 
Gleichungen: | 
(6.) gm 0, pP“) +2 —(), | 


Diese Linien sind also die Asymptoten der Focalhyperbel des Grundellipsoids. 


Hieraus folgt, dass die Fläche (J) durch eine Reihe von sphärischen 
Kegelschnitten gebildet wird, die auf confocalen Kegeln liegen, deren Focal- 
linien unabhängig sind von Z! und also auch von d. Jeder Halbmesser 

4 


der Fusspunktfläche des Grundellipsoids ist gleich dem seiner Richtung 
entsprechenden Trägheitsradius; ist o constant, so beschreiben diese Träg- 
heitsradien einen Kegel vom zweiten Grade, der die Fusspunktfläche in 
einer sphärischen Curve schneidet und dessen Ergänzungskegel (4.) ist. 
Dureh Veränderung des Werthes von » erhält man wieder die Kegel (5.), 
nur giebt die Gleichung (4.) auf den Mantellinien derselben die Punkte 
N und » der Wellengeschwindigkeitsfläche an, während (5.) auf denselben 
Mantellinien die Punkte J der Fläche (J) bestimmt. Führt man nun eine 


u Ze u sei u 
neue Variable ve, = d- 5 ein, SO erhält (5.) die Form 


2 y’ = 


ei z 0) ee z En 


Dies ist eine zweite Wellengeschwindigkeitsfläche, die mit V, bezeichnet 


= Ö, 


2 


I 
werden soll, und welche unter der Voraussetzung z>a aus der Fuss- 


punktfläche des Ellipsoids 
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abgeleitet ist. Die Fläche (J) entsteht also aus V,, indem man sämmtliche 
. . \ l .. ® 
Radien der letzteren um eine constante Strecke zT verlängert. Hieraus 


folgt, dass sie aus zwei Mänteln besteht, wie jede Wellengeschwindigkeits- 
fläche, und dass sie vier singuläre Punkte hat, in welchen beide Mäntel 
zusammenstossen, und die auf den Focallinien (6.) liegen. Sie ist die eine 
Grenzfläche der Aufhängpunkte für isochrone Schwingungen: die Punkte 
des äusseren Mantels sollen mit J, diejenigen des inneren mit © und die 
Punkte zwischen beiden Mänteln, die 
J, bezeichnet werden. 


gleichfalls Aufhängpunkte sind, mit 


Um eine Vorstellung zu bekommen über die Vertheilung der Punkte 
J und ihrer Axen für isochrone Schwingungen im Raum, denke man sich 
für einen bestimmten Werth von e, also auch von d, die Kugel, deren Halb- 
messer d ist, und welche die Fläche J in einem sphärischen Kegelschnitt 
trifft, oder vielmehr in zwei congruenten Kegelschnitten, welche eine Kugel- 
zone begrenzen. Diejenigen Punkte J,, welche nicht bloss einem bestimmten 
Werth, sondern auch einer bestimmten Richtung von ® entsprechen, liegen 
auf einem Grosskreis der Kugel, welcher beide Kegelschnitte berührt; die 
Mantellinien des Cylinders, welcher die Kugel in diesem Grosskreis berührt, 
sind die zugehörigen Schwingungsaxen. Verändert ®e die Richtung, aber 
nicht den Werth, so erhält man andere Grosskreise, welche in der er- 
wähnten Kugelzone liegen und beide Kegelschnitte berühren. 

Aus (1.) folgt 


— 


(9,) N BE 
9) d= Js 


Also gehören zu einem bestimmten Werthe von / (wobei stets vorausgesetzt 


2 


. l . u rv . . 2.0 
wird, dass — > a ist) zwei Werthe von d oder zwei verschiedene Flächen 
’ 4 ) 
(J), welche aus V, oder (7.) entstehen, indem man entweder, wie oben an- 
I ” as . . - » 
gegeben, „ auf der Verlängerung eines Radius von V, oder auf der ent- 


gegengesetzten Seite auf dem Radius selbst abträgt. Zunächst soll aber 
bloss der erste Fall ins Auge gefasst werden. Die Fläche V, schneidet 
jede Hauptebene in zwei Curven, wovon eine ein Kreis ist; die Halbmesser 
dieser drei Kreise sind 


Pr rt a; 
A=)--a B=Y)—-b, C=Y--e 
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A ist in der yz-, B in der zx- und C in der @y-Ebene. Also schneidet auch 
. Yu, . 5 . r . l 
die Fläche (J) die Hauptebene in drei Kreisen, deren Halbmesser A+ 5: 


I ı . . : e e 
B+,, +7, sind; durch dieselben gehen drei Kugeln mit dem Mittel- 


punkt O0, A’, B’, C’, welche (J) in diesen Kreisen berühren, und zwar A 
den inneren Mantel in der yz-Ebene, B’ sowohl den inneren als auch den 
äusseren in der zx- und C’ den äusseren in der xy-Ebene. 

Bei A’ und €’ liegen die Aufhängpunkte auf den zwei Kreisen, in 
welchen diese Kugeln (J) berühren, die zugehörigen Schwingungsaxen sind 
die Mantellinien der Cylinder, welche die Kugeln in diesen Kreisen be- 
rühren. Dagegen ist auf B’ jeder Punkt ein Aufhängpunkt; die vier Durch- 
schnittspunkte von B’ mit den Geraden (6.) (welche in der Theorie des 
Lichts den wahren optischen Axen enisprechen) seien 0,0;0;0,; durch jeden 
dieser Punkte gehen unendlich viele Schwingungsaxen, welche senkrecht 
sind entweder zu 0,0; oder zu 0,0, Wird also der Körper z. B. in ©, 
aufgehängt, so macht er isochrone Schwingungen um jede Axe, welche 
durch 0, geht und senkrecht zu 00, ist. Durch alle anderen Punkte J, 
auf D’ als Aufhängpunkte gehen nur zwei Schwingungsaxen, welche man 
erhält, indem man durch J, und 0,0, oder 0,0, zwei Grosskreise legt und 
auf ihren Ebenen in J, Perpendikel errichtet. 

Jede der concentrischen Kugeln zwischen A’ und B’ schneidet die 
Fläche (J) in zwei sphärischen Kegelschnitten; nimmt man auf einer solchen 
Kugel einen Punkt J, an und legt durch denselben zwei Grosskreise, welche 
die Kegelschnitte berühren, so sind die auf den Ebenen dieser Kreise in J, 
errichteten Perpendikel die beiden Schwingungsaxen von J,, d.h. wenn der 
Körper in J, aufgehängt wird, und um eines dieser Perpendikel als Axe 
schwingt, so ist die Schwingungszeit gleich derjenigen des einfachen Pendels 
von der Länge /. Der Punkt J, muss im Innern von (J) und auf der von 
den beiden Kegelschnitten gebildeten Kugelzone liegen; diese Zonen werden 
um so breiter, je mehr sich die Kugel 5’ nähert, wo die Kegelschnitte in 
die Punkte 0,0,0;0, sich verwandeln, so dass die Zone der Aufhängpunkte 
J, gleich der ganzen Oberfläche von D’ ist. Für die Kugeln zwischen B’ 
und ©’ werden die Zonen zwischen den sphärischen Kegelschnitten schmaler 
und redueiren sich endlich in C’ auf den Berührungskreis mit (J). 

Da die Grenzfläche der Aufhängpunkte (J) zwei Mäntel hat, so 
schneidet sie jede durch O gehende Gerade in vier Punkten, wovon zwei, 

































Böklen, über eine das physische Pendel betreffende Aufgabe. 


J und i, auf der einen Seite von O liegen, und zwar J auf dem äusseren 
und ö auf dem inneren Mantel. Durch diese Gerade gehen zwei sich recht- 
winklig schneidende confocale Kegel; die durch J und © gehenden Normalen 
derselben sind die Schwingungsaxen dieser Punkte. Legt man also durch 
0J Tangentialebenen an die übrigen zwischen den genannten liegenden con- 
focalen Kegel, so sind die in den Punkten J, zwischen J und i auf diesen 
Tangentialebenen errichteten Perpendikel die Schwingungsaxen für alle 
Punkte zwischen J und i. 

Das Vorhergehende lässt sich nun so zusammenfassen: 

Alle äusseren Aufhängpunkte für isochrone Schwingungen eines Körpers 
liegen auf oder zwischen den beiden Mänteln einer Fläche (J) (5.), welche 
von einer Wellengeschwindigkeitsfläche (%.) durch Verlängerung ihrer Radien 
um die halbe Länge des isochronen einfachen Pendels abgeleitet ist. Für die 
Punkte auf einem Mantel von (J) giebt es nur eine Schwingungsaxe, für die 
anderen zwischen beiden Mänteln zwei. Durch die vier Punkte endlich, in 
welchen beide Mäntel zusammenstossen, gehen unendlich viele Schwingungs- 
axen. Also gehen überhaupt alle Axen für isochrone Schwingungen zwischen 
den beiden Mänteln der Grenzfläche der Aufhängpunkte (JS) hindurch. 


2 


Die Gleichung (9.) giebt zwei Werthe für d; da — >a vorausge- 


4 
setzt wird, und e’ <a ist, so sind beide Werthe stets reell; für 
! Pe, 
d > 1 Ze 


erhält man eine zweite Grenzfläche der Aufhängpunkte (J’), indem man -, 
auf den Radien von V, gegen O hin abträgt. Die Fläche (J’) wird also 
ganz von (J) umschlossen; sie schneidet die Hauptebenen in drei Kreisen. 
deren Halbmesser A— # B— 3 ‘-; sind, und durch welche die con- 
centrischen Kugeln A”, B”’, C’ gehen. Der Mittelpunkt O liegt immer inner- 
halb von (J’), und beide Flächen haben das System der confocalen Kegel 
gemein, welche auch (J’) in sphärischen Kegelschnitten treffen. Ueberhaupt 
lassen sich die oben angegebenen Eigenschaften von (J) auch auf diese 
neue Fläche übertragen, deren Punkte J’ und © auf dem äusseren und 
inneren Mantel und J, zwischen beiden Mänteln man innere Aufhängpunkte 
nennen kann. Hieraus folgt also der Satz: 

Auf einer durch den Schwerpunkt O gehenden Geraden liegen beider- 


seits je vier Aufhängpunkte für isochrone Schwingungen, durch welche nur 
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eine Schwingungsaxe geht; zwei dieser Axen durch J und i sind parallel und 
stehen senkrecht auf den beiden anderen durch i und J', welche also ebenfalls 
parallel sind. Für die weiteren Punkte J, auf Ji und J, auf J'i (diese beiden 
Strecken schliessen einander stets aus) giebt es je zwei Schwingungsazen, 
nämlich die Perpendikel, welche in J, oder J, auf den Tangentialebenen er- 
richtet werden, die man durch die Gerade an die confocalen Kegel legen kann. 
Für alle übrigen Punkte auf der Geraden, entweder zwischen i und i oder 
ausserhalb J und J' giebt es keine Axen, um welche der Körper Schwingungen 
machen kann, welche denjenigen des einfachen Pendels von der Länge | iso- 
chron sind. Hat die Gerade die Richtung einer Asymptote der Focalhyperbel 
des Grundellipsoids, so liegen auf ihr vier Punkte mit unendlich vielen Schwin- 
gungsaxen, also giebt es für jeden Körper im Ganzen acht solcher Punkte, 
welche einer bestimmten Länge | des isochronen einfachen Pendels entsprechen. 


a l , 
Diese acht Punkte haben von O die Entfernungen d = * Fr —b. 


Die Summe der beiden Werthe von d in (9.) ist gleich 2 und ihr 
Produet gleich ©’, somit ist K’ = iJ' =! und 0J.0i = 0i.0J' = v’; legt man 
nun durch O eine Ebene senkrecht zu 0J, welche das Cauchy-Poinsotsche 
Ellipsoid in einer Ellipse und die Fusspunktfläche des Grundellipsoids in 
der inversen Curve (deren Radien oe mit den gleichgerichteten der Ellipse 
ein eonstantes Produet liefern) schneidet, und die mit (0) bezeichnet werden 
soll, so kann man sich über die den einzelnen Punkten der Geraden 0J 
entsprechenden Schwingungsaxen folgende Vorstellung machen: Man be- 
schreibe über # =! als Durchmesser eine Kugel, so wird sie die Curve 
(v) in den Endpunkten ihrer kleinen Axe berühren; durch diese Endpunkte 
und J lege man einen Grosskreis, so sind dessen Tangenten in J und 
die Schwingungsaxen dieser Punkte. Der Mittelpunkt der Kugel liegt auf 
V.. Rückt derselbe gegen O hin, so wird die Kugel die Gerade 0J in den 
Punkten J, und A (JA =D und die Curve v» in zwei Punkten schneiden, 
welchen zwei gleiche Werthe von © entsprechen. Die Tangenten der durch 
diese Punkte und J,J, bestimmten Grosskreise sind die beiden Schwingungs- 
axen von J, und von J. Je mehr sich die Kugel, deren Durchmesser 
immer gleich Z ist, O nähert, um so weiter gehen die Schwingungsaxen 
sowohl in J, als auch in J\ aus einander. Im zweiten Grenzfall, wenn die 
Kugel durch © und J’ geht, wird dieser Winkel gleich 180, und sie berührt 
die Curve (oe) in den Endpunkten ihrer grossen Axe. 
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Hat die Gerade 0J die Richtung 00,, so wird (e) ein Kreis, dessen 
Halbmesser e unter einander gleich sind, und es giebt nur zwei Kugeln 
vom Durchmesser /, welche durch diesen Kreis gehen, aber unendlich viele 
Grosskreise, welche sich in den singulären Punkten O,, 0; auf (J) oder 
0), 0; auf (J’) schneiden. 

Die beiden Flächen (J) und (J’) können auch als Fusspunktflächen 
aufgefasst werden und zwar von den Parallelflächen der Wellentläche 


(3 —a)a’ (—-0)y | (——e)# 


ıTE — en 7 — 
er 


von welcher die Wellengeschwindigkeitsfläche Y, die Fusspunkttläche ist. 


(10.) 0. 


® .. l . . Y 
Diese Paralleltlächen haben den Abstand 5 beiderseits vom Fusspunkt der 


Normalen an gerechnet. 
Es verdient noch bemerkt zu werden, dass die Tangenten der ellip- 
soidischen Curven der Wellenfläche (10.) die Richtung des constanten Haupt- 


trägheitsradius gleich 5 für ihre Berührungspunkte angeben, und dass sie 


den Schwingungsaxen der auf den Flächen (J) und (J’) liegenden Auf- 
hängpunkte parallel sind. 


n 


4 
V, einen anderen Charakter an und gehört zu den noch wenig untersuch- 


Wenn die Voraussetzung > a nicht zutrifft, so nimmt die Fläche 
ten Flächen, welche aus dem einmantligen und zweimantligen Hyperboloid 
auf ähnliche Art abgeleitet werden, wie die Wellengeschwindigkeitsfläche 
aus dem Ellipsoid. 
Schliesslich möge noch an einem speciellen Beispiel gezeigt werden, wie 
ein Theil der hier vorgetragenen Theorie praktisch nachgewiesen werden kann. 
Wenn die Kantenlängen eines rechtwinkligen Parallelepipeds 2«, 
27, 2y sind, so ist 
a=!(P 


+7"), b =3 (Y+ a), e= a (@ 
also wird die Gleichung (6.) 


2 9’—y’ 
y, Pr TgZgr =\. 
Wird nun das Parallelepiped an einem Drath aufgehängt, welcher einer von 
den beiden Richtungen dieser Gleichung entspricht, so werden die Schwingun- 


gen für alle durch einen Punkt dieses Draths gehenden Axen isochron sein. 
Reutlingen, Februar 1882. 
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Notiz über das Pascalsche resp. Brianchonsche 
Sechseck. 
(Von Herrn Fr. Gräfe in Darmstadt.) 


Es sei ein Pascalsches oder ein Brianchonsches Sechseck mit den 
Seiten resp. Ecken a, b, c, d, e, f gegeben, dann sind auch die Sechsecke 
mit den Seiten resp. Ecken: 

d, e, c, d, b, f; 

a, e, f: d, b, C, 

a, b, f; d, e, c 
Pascalsche Sechsecke mit derselben Pascalschen Geraden resp. Brianchonsche 
Sechsecke mit demselben Brianchonschen Punkte *). 

Es sei ein Pascalsches Sechseck mit den Ecken 1, 2, 3, 4, 5, 6 

gegeben; es haben dann die Pascalschen Sechsecke 
(135264 
153624 
152463 
denselben Kirkmanschen Punkt, welcher der Brianchonsche Punkt des Brian- 
chonschen Sechsecks 
(26, 13)(13, 24)(24, 35) (35, 46) (46, 51)(51, 62 
a b C d e f 


Nut 


ist, wenn (m, ») der Schnittpunkt der Geraden m und » ist. 

Man betrachte das Brianchonsche Sechseck a, b, c, d, e, f als ge- 
geben, so ist der zugehörige Drianchonsche Punkt der Kirkmansche Punkt 
der Pascalschen Sechsecke: 


=) Sätze über diese Pascalschen Sechsecke in Verbindung mit dem gegebenen 
(in Bezug auf Pascalsche, Steinersche Geraden etc.) finden sich in meinen „Erweiterungen 
des Pascalschen Sechsecks“. Wiesbaden 1580. 











nn N} 


f 
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(ab, ef\(ab, ced)(cd, ef)(af, be\(af, ed)(ed, be) 
1 3 5) 2 6 4, 
| 153624 und 152463. 
Das Brianchonsche Sechseck bestimmt aber auch die Brianchonschen Sechs- 
eeke mit den Ecken: 
u... 
a, e, f, d, b, ec, mit demselben Brianchonschen Punkte. 
a,b, f,d, e, e,\ 
Zu jedem dieser Sechsecke kann man, wie eben geschehen, Pascalsche 
Sechsecke bestimmen, welche alle denselben Kirkmanschen Punkt haben. 
Diese Pascalschen Sechsecke sind: 
ı (ae, bf)(ae, cd)(cd, bf)(af, ec\(af, bd)(bd, ec 
I III V II VI IV, 
IVUHIVIIIIV und IVIIVVIII 
| (ae, be)(ae, fd)(fd, be)(ac, ef)(ac, bd)(bd, ef 
a en U u nn. 2 
| Tv IE VPWIV w TVWIWV VII, 
(ab, ec)(ab, fd)(fd, ec)(ac, bf)’ac, ed)(ed, bf) 
E Be II" vr’ IV", 
ee BT er u TV me Ver Dr. 





Geht man vom Pascalschen Sechseck 13526 4 aus. so braucht man 


un 


hier nur zu setzen: 

a = (26, 13), 5 = (13, 24), c = (24, 35), d = (35, 64), e = (64, 15), f= (15, 26). 
Ist also ein Brianchonsches Sechseck mit den Ecken a, b, c, d, e, f ge- 
geben, so bestimmt dies die Pascalschen Sechseeke mit den Seiten: 


(1.) ab, cd, \\cd, ef)\(af, be)|\, af, ed, \(ed, be)(ab, ef)\, 
(2.) ef, cd, \(ab, cd)(af, ed)|, af, be, (ed, be)(ab, ef). 
(3.) ab, ef, !'cd, ef)(af, be)|, be, ed, \(af, ed)(cd, ab)|, 
7%) ae, cd, ‘(cd, bf)(af, ec),, af, bd, \(bd, ec)(ae, bf)\, 
(2'.) bf, cd, |(ae,cd)(af,bd)|, af, ec, |(bd, ec)(ae, bf\}. 


. t 
(&.) ae, bf, \(cd, bf)(af, ec)|, ec, bd, (af, bd)(ae, cd)|, 
Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 3. 24 
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1”) ae, fd, \(fd, be) (ac, ef)!, ac, bd, |(bd, ef)(ae, be)!, 
2") be, fd, \(fd, ae) (bd, ac)), ac, ef, |(ef, bd) (ae, be)), 
(3”.) ae, be, |(be, fd)(ac, ef), ef, bd, \(bd, ac)( fd, ae)|, 


1”) ab, fd, |(fd, ec)(fb,ac)!, ac, ed, \(ed, bf)(ec, ab)!, 
2”) ec, fd, \(fd, ab)(ed,ac)|, ac, bf, Ichf, ed) (ab, ec)|, 
37.) ab, ec, |(ec, fd)(ac, fb)!, fb, ed, |(ed, ac)( fd, ab)}. 


Die Sechsecke 1, 2, 3; 1’, 2’, 3’; etc. haben entsprechend dieselben Ecken; 
je zwei der Sechsecke haben zwei Seiten gemein (wie z.B. 1, 1’; 2, 2';) 
und zu je vier dieselbe Pascalsche Gerade (1, 1’, 1”, 1” ete.); die drei 
Pascalschen Geraden aller Sechsecke ad, be, cf gehen durch den allen 
Sechsecken gemeinschaftlichen Kirkmanschen Punkt. Durch die Sechs- 
ecke 1, 2, 3 sind 60 Sechsecke bestimmt, welche nach der Tafel je drei 
Pascalsche Sechsecke liefern, die zu je drei dieselbe Pascalsche Gerade 
haben, und welche alle denselben Kirkmanschen Punkt besitzen, oder jeder 
der 60 Kirkmanschen Punkte liefert drei Pascalsche Sechsecke, welche 
dieselbe Pascalsche Gerade mit einem der Sechsecke haben, zu welchem 
jener Punkt Kirkmanscher Punkt ist. 
Dies wurde abgeleitet mit Hülfe des Satzes, dass die Sechsecke 


\ 
\s 


\ 


\ 


\s 


\> 
\ 


a, b, c, d, e, f; 
a, e, C, d, b, f; 
q, b, f; d, e, c, 
a, e, f, d, b, ec 


Brianchonsche Sechsecke sind, wenn a, b, c, d, e, f die Ecken eines 
Brianchonschen Sechsecks sind. Der Satz ist evident. Mit dessen Hilfe 
kann man sehr einfach nachweisen, dass je drei Brianchonsche Punkte des 
Brianchonschen Sechsecksystems, welches durch sechs Gerade bestimmt ist, 
in einer Geraden liegen. (Entsprechend den Steinerschen Punkten.) 

Es sei das Brianchonsche Sechseck mit den Seiten a, b, c,d, e, f 
gegeben und bekannt, dass diese sechs Seiten 60 Brianchonsche Sechsecke 
festlegen. Der Schnittpunkt zweier Geraden m, n sei bezeichnet mit (m, n). 
Man bestimme (ec, f) und (b,e) und bezeichne a mit 1, d mit 2, die Ver- 
bindungslinie (d, c)(e, b) mit 5, die von (f,a) und (e,b) mit 4, die von (f, c) 
und (e,d) mit 3 und schliesslich die von (f,ec) und (a,5) mit 6. Wenn 
man für die Verbindungslinie der Punkte (m,n) und (p,g) das Symbol 
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[(m,n)(p, g)] gebraucht, kann man für das gegebene Sechseck setzen: 

[(4, 1) (1, 6)] [(1, 6) (4, 5)][(2, 5) (6, 3)][(2, 5) (2, 3)][(2, 3) (4, 5)][(6, 3) (1, 4)]. 
Der Brianchonsche Punkt dieses Sechsecks ist (er Schnittpunkt der Geraden 
[(1,6)(2,3)] und [(2,5)(1,4)]. Denselben Brianchonschen Punkt hat auch 
das Sechseck 1, 6, 5, 2, 3, 4 Dass dieses Sechseck ein Brianchonsches 
ist, sieht man leicht. Da nämlich a, b, c, d, e, f ein solches ist, so ist 
auch a, b, e, d, c, f oder, wenn man statt der Seiten die Ecken einführt. 

(a, b)(b, e)(e, d)(d, c)(c, f)(f, a) 
ein Brianchonsches Sechseck, mithin auch das Sechseck 


(a, b) (f, e)(e, d)(d, c)(b, e) (f a) 
oder, wenn man statt der Ecken wieder die Seiten einführt, 1, 6, 3, 2, 5, 4. 
daher auch das Sechseck 1, 6, 5, 2, 3, 4. 

Das gegebene Sechseck hat also denselben Brianchonschen Punkt 
wie 1, 6, 5, 2, 3, 4, er liegt also in der Geraden [(6,5)(3,4)]. Die 
Brianchonschen Punkte der Sechsecke 

406%, oe b, 

ri en A 
sind aber (5,6) und (3,4), d.h. die drei Brianchonschen Punkte liegen in 
derselben Geraden. Mit Hülfe von Permutationen folgt, dass je drei Punkte 
nur auf einer solchen Geraden liegen, dass es also deren zwanzig giebt. 

Darmstadt, den 31. Januar 1882. 
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Zur Theorie der Integration eines Systems von n nicht 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit zwei unabhängigen und » abhängigen 
Veränderlichen. 


(Von Herrn Hamburger.) 


Im Anschluss an die Abhandlung im Bd. 81 dieses Journals p. 243 ft., 
worin die Systeme linearer partieller Differentialgleichungen und einer speciel- 
len Klasse nicht linearer partieller Differentialgleichungen unter gewissen 
Integrabilitätsbedingungen integrirt werden, soll hier die Integration eines 
allgemeinen Systems nicht linearer partieller Differentialgleichungen auf die 
Integration von unvollständigen Systemen totaler Differentialgleiehungen zu- 
rückgeführt werden. Sind dieselben integrabel, so führt die Kenntniss je 
eines Integrals eines jeden dieser Systeme zu der vollständigen Lösung des 
vorgelegten Systems partieller Differentialgleichungen mit 2» willkürlichen 
Constanten. 

In einem zweiten Abschnitt behandelt man nach einer ähnlichen 
\lethode die Integration einer nicht linearen partiellen Differentialgleichung 
»'°" Ordnung zwischen einer abhängigen und zwei unabhängigen Variablen. 
Die Resultate stimmen für »=2 mit denjenigen überein, die Herr Darboux 
in seiner Arbeit Sur les &equations aux derivees partielles du second ordre 
Ann, de I’Ee. Norm. VII 163— 173 auf einem ganz verschiedenen Wege 
erhalten hat. 


$1. 


Das zu integrirende System z simultaner partieller Differentialglei- 
chungen laute: 


(1.) f;(x, Y, Zee Sus Pı+ Pas Jir»+ (n) = 0, i=1, 2,...n) 


wo xz und y die unabhängigen Variablen, z,...z, die zu bestimmenden 


Fune 


defini 








tionen 
von d 


die 23 
Grleie] 


Integr 


Relati 


so erl 


(las fc 
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verbin 
gleich 
als Fı 


selbst 
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Funetionen von x und y bedeuten und die p und q durch die Gleichungen 
O2 O2; 
P« = 2 , 9.7 &y 
definirt sind. 

Die Aufgabe der Integration kann dahin gefasst werden, » Fune- 
tionen ®,...v, der Veränderlichen &, Y, 21...3,, Pı---Pan>s Yı---9, zu finden 
von der Art, dass, wenn man aus den 2» Gleichungen 

=), v=e (=1,2,...n) 
die 2» Grössen p und q als Funetionen von x, y, 2,...3, bestimmt, das 
Gleiehungssystem 
ds, =pıde+qdy, ... ds,=p,de+g,dy 
integrabel wird. 

Differentürt man die Gleichungen (1.) nach z und y und benutzt die 

Relationen 
OP __ 09 


oy 0X 


I 


so erhält man, unter Anwendung der abkürzenden Bezeichnungen: 


df; of; ı of; } ) oft 
u >-9 ++ 95 
da or 03, PıT 03, Pr: 
df; of; of; of, 
" = — = ... I —_ ( a 
dy cy 7 03, nr 03, In; 
das folgende System von 2» Gleichungen: 
> öfı Op: LS of: Op: > df; 
| k Op; 0% k Ok 0Oy dx ' 
(2.) > in PR z ( ) 
> of: og ıLy of: OH _ _ HM 
\xk Op; ox k °g; oy ur dy I 


und wenn wir hiermit die » identischen Gleichungen 
of; oO of; O% w of; | of. 
3) ze (er 


* 0p 0x k 0 ©y k Op; Or / 


verbinden, so haben wir ein System von 3n linearen partiellen Difterential- 


gleichungen zwischen den beiden unabhängigen Variablen x, y und den 3n 
als Funetionen derselben zu betrachtenden Variablen 2,...2., Pı---Pas Qır+-Gu 

In dem besonderen Falle, dass die Functionen f; die Variablen z,...z, 
selbst explieite nicht enthalten, haben wir bereits in den Gleichungen (2.) 
ein System von 2» linearen partiellen Difterentialgleichungen zwischen x, % 
als unabhängigen und p,...P., 9ı...q, als abhängigen Veränderlichen, und 
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es bedarf daher nicht der Hinzufügung der Gleichung (3.); =. T- sind in 
diesem Falle identisch mit m Be. 
or ' oy 

Die in der Eingangs angeführten Abhandlung entwickelte Integrations- 
methode für ein System von 3» linearen partiellen Differentialgleichungen 
führt im Allgemeinen auf eine Integration von 3r» Systemen von je zwei 
totalen Differentialgleichungen; unter gewissen an gedachter Stelle näher 
bezeichneten Bedingungen verringert sich indessen die Zahl der Systeme, 
während die Zahl der in jedem Systeme befindlichen totalen Differential- 
gleichungen eine grössere ist. Dieser Fall tritt bei dem Systeme der 3n 
Gleichungen (2.) und (3.) stets ein, und zwar erhalten wir hier statt der 
3n Systeme von je zwei, » Systeme von je »+3 totalen Differentialglei- 
chungen zwischen 3r +2 v ariablen, wie wir nunmehr zeigen wollen. 

Man führe » noch zu bestimmende Functionen /,.../, der Variablen 


C, Y, Bruns Pır--Pas Qı..q, ein und setze der Kürze wegen 


(in N , If in 

<= I, En — (1 Er . < hz (17 IT 
ı—n d ; df a f; 

= l 3 ze (! a) <= 3 dy t) 2 


so folgen unmittelbar aus den Gleichungen (2.) und (3.) durch Multiplieation 
mit 4,...2, und Addition die drei Gleichungen: 


. ke It Op k=n Op; BR df 
= Gar +z( 2) PR (I dx 
kn of a k=n ‚SF 99 re df 
(4.) < : Op: a SL Y \ dy /' 
u UN Re 2 ‚ef Ka 6 Ki & 
U re 1? Ü Opi Ira! Z7 j 


Andrerseits bestehen identisch die Relationen 


k=n OÖ k=n oO \ 
ho, de +4, = dp, 
R kon oO k=n In 
5) (Eho det Eh us = Ziydg,, 
k=n 03 kn 3 k=n 
= hy Zz * de +2 h - „4 = 2 ).dz, , 


wo 4,...A, eine zweite Reihe noch zu at Funectionen darstellen. 
Ueber die Grössen / und 4 verfügen wir derart, dass die Gleichungen (4.), 
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der 


N n) In Im, 
© OL 72 ) [X O2 . 
Fe Opr * Z& Folgen 
or ofen or oy oy ' oy ” 
identischen Gleichungen (5.) werden. Dies ist der Fall, wenn folgende 
Gleichungen gelten: 


unabhängig von den Derivirten 











| <h dp: z ih, dgr ir ds; 
SW 4 fıÜ E. 
(dir (} dy zip = +4 ‚(12 og: 
ge ), Br ur - B- 
= \ OPn 
Ady Andy 
= = e= : FE 
\ 2q, x Ign 
Hieraus ergiebt sich: 
| of f of 
| dy _ en IG dq/ “ w \ gu ii 
dr of\ una 7 of Dee re 
(1- op, 35 \ OP. 
df 
4, ‚dp, +" t+Andp _ (1 dx ) 
3 ) de er ZW 
n | (12, ) 
mn 4 | 
| (17) 
adgyttindgn _ __N dy/ 
), dx LOS (1 of 
op, 
4 ‚da, +. + And Andzn vi zn (ı;, )+R (13 - Ögr 5 
| fr (1: of \ 
| = 


wo u eine neue Hülfsgrösse bezeichnet. Zwischen den Grössen /,...l, er- 
halten wir hiernach folgendes System von » Gleichungen 


(8.) (a )-u(t2l mi .;. (137 ul = () 


oder in ausgeführter Form 


De (an- Bag MR 9 VORN GL — | fr =U, 


op, 


(8°.) 


„CR. u) 4 Heu Mn Eis 


OAn ! OPu 
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Das Bestehen dieser Gleichungen erfordert, dass 


„db 6 


a a 
| =po(W\=0 
Kur A, ,... Ahr _ fr) 


a — U. L- 
D pn Mm Kan, 


ist, und nach Auflösung dieser Gleichung in « erhält man für die Ver- 
hältnisse der Grössen / die Proportion 
hie Hl) ll), 
Ofk ofi 


wenn man den Coefficienten des Elementes a in p(u) mit g; (u) 


bezeichnet; und für die Verhältnisse der Grössen A,...4, erhalten wir aus (6.) 


iu, td, = (121 op, (152 


(1&f Fir (1X 

og, 6, 

Da die Gleichung p (u) = 0 vom nten Grade ist, so erhalten wir, den a Wurzeln 
derselben entsprechend, im Allgemeinen » Werthsysteme für die Verhält- 
nisse der Grössen /,..../, und die der Grössen 2,...4. Aus (7.) ergeben 
sich mit Rücksicht auf (9.) die Gleichungen: 

(10) dy = ud«, 


au) zu ap = (17 )az, 
ya = -(I a) de, 


z RT öf 
13) z(.)ds = zoll )+alız)}ar, 
wo die Summen sich von k=1 bis k=n erstrecken. 


Zu diesen sind noch die » Gleichungen 
(14) da = pdc+g,.dy, @=1,2 


(9.) | 


(12.) z(! 


die der Voraussetzung nach befriedigt sein müssen, hinzuzufügen. Nun ist 
aber die Gleichung (13.) eine Folge der Gleichungen (14.) und (10.), denn 
(13.) kann wegen (8.) geschrieben werden: 


z(! 2) (d2,— (p+ ug,)det = 0, 


k 


und da dy = udk, 
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In 
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z(l * dz,—p,de—q,.dy! =. 
k 


OP; 
Die Gleichung (13.) kann demnach aus dem System der Gleichungen (10.) 
bis (14.) fortgelassen werden, und indem wir in (14.) udx für dy schreiben. 
erhalten wir: 
dy = ude, 


| = (p+qu)de, ... de, = (p,+q.u)de, 


(15.) (1 3 dp, = - (1 z )de, 
| e (,# _ 
>> (1 ie )agq, = —(l er ) da. 


Dies ist ein System von a+3 totalen Differentialgleichungen zwischen den 
3”n-+2 Variablen x, Y, 21...2., Pı---Pas 9-9. Nolcher Systeme giebt es 
so viele, als die Gleichung Y(w) =0 verschiedene Wurzeln hat, also im 
Allgemeinen ». In der Voraussetzung nun, dass die Wurzeln dieser Glei- 
chung sämmtlich von einander verschieden sind. beweisen wir folgenden Satz: 
Lässt jedes der » Systeme (15.), die den » Wurzeln der Gleichung (u) = 0 
entsprechen, je ein Integral zu, — und zwar genüge ®,= ce, als Integral dem 
Systeme, das man aus (15.) erhält, wenn man darin für « die Wurzel « 
substituirt, — und bestimmt man aus diesen » Integralgleichungen und den ge- 
sebenen » Gleichungen des Systems fi =V. ... f„=0 die 2» Variablen 
Pır--Pus Qi---qu als Funetionen von x, Y, 2,...2,, So bilden die Gleichungen 
ds, =pıde+gqıdy, ... dze,=p,de+g,dy 


ein integrables System, d.h. die p und g erfüllen die Integrabilitätsbedingungen 


Op; , OP: ‚op 9 , 6 | .g 
- PP. m ge = > Mn IRRE Ole ). 
oy 4 03, q: + r OR, 1 orX j 5, Pi Tr s FF ] n 


für @=1, 2, ... », oder nach der bereits eingeführten abkürzenden Be- 
zeichnung: 
dp, dq 


ns . { l 


dy d.r 

Die Integration des Systems (16.) giebt alsdann 3,...z, als Funetionen von 
2, %, Cı...c, mit a neuen Uonstanten, und diese Funetionen stellen die voll- 
ständige Lösung des Systems (1.) mit 22 Constanten dar. 

Anmerkung: Die Möglichkeit der Bestimmung der Variablen p. q 
als Funetionen der übrigen Variablen aus den 2» Gleichungen , = 0, v, = e 
setzt voraus, dass keines der gewählten Integrale » auf die Form gebracht 
werden könne: F(fi...fi, %; Y, 21...2,). was wir im Folgenden annehmen. 
Journal für Mathematik Bd. XCIIl. Heft 3. 2E 


it 
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Wir gehen nunmehr zum Beweise des aufgestellten Satzes über. 


Soll »,=ec, ein Integral des Systems (15.) für «= u, sein, so muss 
die Gleichung 


(16.) do = © de+ a dy+z(H -dz,+ — Bd + 1 dq,) = u 


eine identische Folge der Gleichungen 15.) sein. Den wir also die 
n+3 Differentiale dy, dp,, dq,, dz,...dz, durch die übrigen Differentiale 
mittelst (15.) aus und substituiren diese Ausdrücke in (16.), so müssen die 
Coefficienten der letzteren Differentiale einzeln verschwinden, was die Glei- 
chungen ergiebt: 


o , ® Ov ov 
dx oy MT ö3, (ptnu)+ + 5, (Pat (4) 
df 
(’ de’ oo (1 dy 


D 
Pr, fh, Ta 
a) “rn 
cv a 0 m) 


— - = 0, 
op  ©p, [ 
(} # ”) 
(it 
ev | Opr 
Ok 5 (1- öfN 
op, 

Mit Rücksicht darauf, dass nach unserer Bezeichnung 
Ov ov O0 dv 
vr -Pı + :+ a P: no dx ’ 
00 3 dv 
oYy ra, 9 net Er Ge = dy ' 


können vorstehende Gleichungen ug geschrieben werden: 


Zeh) - AulDinal 


dy 
© ov O0 
| op, a ' LE: ag On 
FR © er 0) = nn 6) 
au ( 1) 1 > 2 
O0 ov ov 
3 _ 3 ee. 
(2) (1 (1 2t 
op, oO P, w: 'Pn 





*) Den Index r lassen wir der Einfachheit wegen fort. 
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Durch dieses System simultaner linearer partieller Differentialgleiehungen. 
u welchem e genügen muss, kann das System (15.) totaler Differentialglei- 
chungen vollständig ersetzt werden. 
Denkt man sich nun die Ausdrücke von p,...P.> 9ı...q, als Fune 
ie tionen von Z, %, 2,...2,, Wie sie aus den 2» Gleichungen 


n 9 f: =, . . . f„=V 


le ne, ... 8 


ec erhalten werden, in eines der Integrale e=e eingesetzt. so hat man 
R* | identisch: 
nn > ov OP: ı 3 ot cg BR: 
OI op, Or | 04, ca 
oV BS coı oD .z oT O( 2. 0 
Oy OP; oy ( q oO 
co cp Op oL 
2 BE 
O2, op, 0% 00, ( 
nn, 
On OP Om 0 ©: 
Multiplieirt man die Gleichungen von der dritten an der Reihe nach mi 
*) r 


Pı»--P„, Pildet die Summe der Producte und addirt sie nach einander zu 
ersten und zweiten Gleichung, so erhält man 


dv cv dp, » or dog N 
da op; dx og, dr ’ 
dv et dp; . dq 


N en ee U 


dy en dy  0q. dy 


und indem man die zweite der vorstehenden Gleichungen mit « multiplieir 
und zur ersten addirt: 


dv dv oo / dp. dp. \ _ cv /da. da 
+u + > / +u / ) 1.5 N u 1 —(. 


dx dy  "&p \dx dy / og. ‘dx dy 


Multiplieirt man die Gleichung mit (12 ) und drückt gemäss den Glei- 


in dv dv ov ot ct or a 
chungen (17.) + u durch — und aus, so erhält m: 
i dx dy Op; 0Q; cp ri q 


cv (a df \ z(1: of \ | dp, ’® dp, \} 


cp. Pz / cp, /\ dr ”. dy 


) or (ı df + (} of \/ da. u dgs \t 0. 


og, 'N dy op; \ dr  dy /) 


oder, da nach (7.) 
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u(l ai )= (12f E 


RB a Aus 210073 


W I (Hr ze) 4 z(t)ee) - 


Nun gelten aber identisch die Be. 


1St, 


er 
yalgılg- 
und hieraus folgt durch en mit /; und Summation über i 
(5 Apr TE ız()GE — 0 
(it +2 (151 +2 z(1 5. yd io 


Vermöge dieser Kader kann die Gleichung Ran geschrieben werden 
= Ka dp, da )+ dgq, dp. 
ui “ z(15 0g: -)( dy de (5 N - a) 
und da 
At = uU a 
ER, © Ds 


DV ) lg; 
(u 5 3 - an, en > u = ) en M 


ov . . 
— ist, ergiebt sich 


(19.) z(ı5 KG BR... —() oder z (1: of “> I =.‘ — (). 


ist, 


Wofern also nicht 





dy dx 0; dy dx 
s u 2: : 
Die Annahme, dass 5 =; ist jedoch auszuschliessen; denn setzt man 
c 4, O 7 j 
on f 
= = am o folgt 
op, op, ’ 


= ut )= Mil 


og, 
und wegen (17.) 


- a Ya A retagel, 
(20,) Io ” = 


oO» 


°G 





— uU n(ı;! = — M(I E er r\ + L REN 1, © ae. j 
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Daraus schliesst man aber, dass do auf die Form gebracht werden kann 
de = M(l,df+---+L.df,) + Ade+Bdy-+C,dz,+--+C,dz,, 
also 
= F(fi.-.> T, Y, Br: 
was gegen unsere Voraussetzung ist. (S. obige Anm. p. 193.) 
In den Gleichungen (19.) und (20.) ist für die Verhältnisse der 
Grössen J,.../, das Werthsystem zu nehmen, welches der Wurzel «, der 
Gleichung Y(u) =0 entspricht. Bezeichnen wir dieses Werthsystem mit 
R). "...%,, so lauten jene Gleichungen in ausgeführter Schreibweise: 


i of, / dp, dqs, ‘ u Off dp, dg; 
- .. r = L —— tr PETE E d 4 —— _— () 
@1) BE op, \dy de )re+lz öp: u de | 


. of, (dp, dqg; ‘ un Of Fi dg; 
L 4 et ni ot i ah — (), 
en.) 12 09; ( dy dx )+ = 2 og; ( dy dx 


Lassen wir r die Werthe von 1 bis » durchlaufen. so erhält man aus (21.) 
und (22.) 2» Gleichungen, die sich als Folge der Integralgleichungen 


N 9 =0, «+. mE, 
ergeben. Da nun unter der Voraussetzung, dass die Wurzeln u,...«, 
sämmtlich von einander verschieden sind, die Determinante 
ae . 
WET - 
von Null verschieden ist, so können die obigen 2» Gleichungen nur be- 
stehen, wenn einzeln 
‚6 dp dgq; of. / dp, dq. 
un Ps er 1 )=0, ze 2 f li er 1 \ () 
op, \ dy dx cp, \dy dx / 
und 
of, (dp, dqs 0 Rn of. / dp; dq N 
x u — “ [) . . en | es 
an og \ dy dx . 04: \ dy dx / 
| | . . ga u dp, dq 
stattfindet. Dies sind 2» Gleichungen zwischen den » Grössen ee 
n ay (IT 


s=1,.. nr) Wofern nun nicht die Funetionaldeterminanten der f, nach 
je n der Variablen pı..-P.> 9ı---q, genommen, sämmtlich verschwinden, 
was aus einem sogleich anzugebenden Grunde unzulässig ist, so miissen 


die genannten Grössen einzeln verschwinden, also 
« 


— () 
dy dx I er dy dr 


dp, on dq, dp, dgn 


— U) 
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sein, folglich sind, wie behauptet, die totalen Differentialgleichungen 
ds, —pida—qdy=0, ... ds,—p,de— q,dy = 0 
integrabel. 

Der Fall nämlich, dass die erwähnten Functionaldeterminanten ver- 
schwinden, ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
zwischen den Funetionen fi...f, eine die Derivirten p,...2,, 9ı..-q, nicht 
enthaltende Relation existirt; man könnte demnach nicht, wie oben voraus- 
gesetzt, aus den Gleichungen 

ı =V, ... 0. =Vd, , —=C,, u... %. 7 cC, 


die Grössen p und q als Funetionen von z, y, 2,...2, bestimmen. 

Die Integration der obigen Gleichungen, welche ausser den » Uon- 
stanten e,...c,, die in den Ausdrücken für die p und g enthalten sind, » 
neue Uonstanten liefert, ergiebt die vollständige Lösung des vorgelegten 
Systems (1.) mit 2» Constanten. 

Ist w, = const. ein zweites von o,= const. verschiedenes Integral 
des Systems (15.) für «= u,, und bedeutet ,(v,, w,) eine willkürliche 
Funetion von ®, und w,, dann wird auch w,(v,, w,), für » eingesetzt, das 
System befriedigen, das aus (15.) hervorgeht, wenn «, statt « und %...l, resp. 
statt /,.../, gesetzt wird. Da aber der im Vorhergehenden bewiesene Satz 
lediglich aus den Gleichungen (15.) hergeleitet wurde, so folgt, dass, wenn 
aus den 22 Gleichungen 


vom) =d ...:. ae) =, 
h=0, ... e=0 
Pır--Pus Qı---q, als Funetionen von x, Y, 2,...2, bestimmt werden, alsdanı 
die Gleiehungen 
de, =pde+g.dy, ... da, =p.de-+g.dy 


wiederum integrahel werden, und ihre Integration liefert die allgemeine 
lösung des Systems (1.) mit » willkürlichen Functionen. 

In dem besonderen bereits erwähnten Falle, dass die s3 in den ge- 
gebenen » Gleichungen (1.) nieht explieite vorkommen, gehen die » zu 
integrirenden Systeme (15.) von je »+3 totalen Differentialgleichungen 
zwischen den 3»r+2 Variablen x, Y, 21...3,, Pı---Pas Qi. In die folgen- 
den » Systeme von je drei totalen Differentialgleichungen zwischen den 2» -+- 2 


Variablen x, 9, p1-.-Pu> Yı...q, über: 
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dy = udı, 


\ 


/,of ‚of 
>3 | 
x a; of 
| z(2 Op, I) ag, | Oy )ay, 
wo 
(17 (127) 
BE m — sı. — 04 
| TC ch 
op, Opn? 
ist. 
Bestimmt man hier aus den gegebenen Gleichungen fi =, ... f, = V 


und den Gleichungen ®, = c,,...v2,=c,, wo v,=e, ein Integral des der 


n 


Wurzel u, entsprechenden Systems (23.) ist, p,...p, und q,...q, als Funce- 


n 


tionen von x und y, dann müssen nach dem Vorhergehenden die Ausdrücke: 
pıde+g,dy, ... p.de+gq,.dy 


senaue Differentiale werden, und man erhält 


m = fipdc+4.dy), a = /ip. dz+ q,dy) 


als die vollständige Lösung des vorgelegten Systems mit 2» willkürlichen 
Uonstanten. 

Lassen sich für jedes System (23.) zwei Integrale e,, w, erhalten. 
und bestimmt man die p und q aus den 2» Gleichungen 


Y, (v,, w,),= 0, ... 0%, 0.) = 0, 
U) Ge Ge Li 


als Funetionen von z, y, so stellt das System 


a, = ((pıde+g.dy), eu /(p.dx +q.dy) 


die allgemeine Lösung des Systems mit » willkürlichen Funetionen dar. 
Im Falle des linearen Systems 


- 1 l | ) I 
2 u a 770.0 = £, 


apı rt‘ .+a®p,+ amt tem >= 6, 


welches a. a. O. betrachtet ist, und worin die «a, « und e Funetionen von 
T, Y, 2,...3, bezeichnen, wird 
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of Br 1 u 22 1 
7,)=halt+Lai = (la) 


(15) = halt +l,at = de) 


und die Verhältnisse der ! werden durch die Gleichungen 


(a) _ (a) _.._ de) _, 
(la)  (la,) (la,) 
bestimmt, so dass die ! ebenso wie « blosse Functionen von z, 9, 2,...3, 
werden; ferner ist 
(a)pı + (e,)g =het+t'-+l,e, = (le), 
oder 
(la,)tp + ug, = (le). 
Multiplieirt man daher die » Gleichungen in der zweiten Zeile von (15.) 
der Reihe nach mit (la,)...(la,),. so erhält man 
(la,)dz, ++ (la,)ds, = (le)d«x, 
welche Gleichung zu Üoeffieienten ebenfalls Funetionen hat. in deren 
Argumenten die Derivirten p und g nieht vorkommen. Man kann demnacl 
in dem hier betrachteten Falle aus dem System (15.) das die Variablen 
7, Y, 2,...3, allein enthaltende System 
dy = udı, 
(la,)dz, ++ (la,)dz, = (le) 





von zwei totalen Difterentialgleichungen aussondern, welches mit den Glei- 
chungen (10.) und (10%) $ 1 a. a. O. übereinstimmt. 


Die übrigen Gleichungen in (15.) dienen zur Bestimmung der p und g, 
sind aber unnöthig, da nach Integration der » Systeme, die aus dem vor- 
stehenden hervorgehen, wenn man für « die » Wurzeln der Gleichung 
p(u)=0 nimmt, die Funetionen 3,...z, und somit auch ihre Derivirten als 
Funetionen von z und y bestimmt werden. 

Die Behandlung desjenigen Falles nichtlinearer partieller Differential- 
gleichungen, in denen die Derivirten in den Verbindungen p,9.—p,q, Vor- 
kommen, nach der hier befolgten Methode, führt unter den a. a. O. angege- 
benen Bedingungen zwischen den Coefficienten ebenfalls auf das dort auf- 
gestellte System totaler Differentialgleichungen, das die Variablen x, y, 
3,...z, allein enthält. 
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» ‘) 
N _—. 
Nicht lineare partielle Differentialgleichung nter Ordnung zwischen einer abhängigen und zwei unabhängigen 


Variablen. 

In der öfters eitirten Abhandlung ist die Integration der linearen 
partiellen Differentialgleichung »'° Ordnung zwischen einer abhängigen und 
zwei unabhängigen Variablen unter Voraussetzung gewisser Integrabilitäts- 
bedingungen angegeben. Wir wollen nun nach einer ähnlichen Methode. 
wie sie im vorhergehenden Abschnitte befolgt ist, auch die Integration einer 
nicht linearen ypartiellen Differentialgleichung »' Ordnung mit zwei unab- 
hängigen Variablen auf die Integration von Systemen totaler Differential- 
gleichungen zurückführen, deren Integrabilität vorausgesetzt wird. 

Es sei die zu integrirende Gleichung 

FEB un SE, 2 Becher -  - nr) = O, 
WO PD, Q, Tr, 8, L, 22. Pır--Pas * ++ Qie-+GQarı bezüglich die Derivirten erster, 
zweiter, ... (a—1)!®, nt“ Ordnung von z nach x und y bedeuten. 

Die Aufgabe ist, » von f verschiedene Functionen ,, ... a, der 
Variablen &, y, 2, ... 9ı---9u;, von der Beschaffenheit zu finden, dass die 
aus den Gleichungen 

(1.) Freue, ie. ie, 


WO € ... e, Constanten bedeuten, bestimmten Grössen Q1: ++: 9,1 als Funetionen 


der Variablen z, y, 23, pP, 9, r, 5, #, «2. Pı...P., die Gleichungen 


/ 


dp, = qde-+g,dy, dp = dır+ q,dy, dp, =q,de+gq,.,dy, 
(4 ] 7.44% l / 7; 4: / / / | 


(2.) 4 
dp=rde+sdy, dq=sdai+tdy, dse=pdr-+gdy 


integrabel machen. 


Differentiirt man die Gleichung (1.) nach x und y und führt wieder 


. d d . R Oo ( i 
die Symbole ö zum Unterschiede von ein. um anzudeuten. 
: dx dy 0x cy 


dass bei diesen Differentiationen 3, p, 9, r, 85, % ... Pix... p, als Funetionen 
von z und y angesehen werden sollen, so erhält man 


of og, A äh of Oqn Pr of Ogn Bi _ 5 df 
3 og, oOx On O2 og RR or dx ' 
.) WARE ' 
Er FF ar _ _M 
\ og, oy Od OY — Ognsı oy dy 


Die Integrabilität der Gleichungen (2.) erfordert, dass 


og, rn og, 04, u 09; O4n u. OYu+ı 
oy Or oy 7 BD or 
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folglich 
ze 09, 
dq: zu dx de -+ Zu dy, 
dq, = Geda+ dy = de + day, 
dq, = An de + dy — .- de +, dy, 
Ki n Ö n+ 
dd... = an de +‘ ' 


Aus den vorstehenden Gleichungen ergiebt sich identisch 
| dqt+ id dig, = der I (dy+r,d 
En dgır kadgpt + tA,dg,„ = Die c+ a. \ Y+h,de) 
B= 


O4n 
x 


4 (A,dy-+i,de)-+-- 


’ 


" (4, ,dy+4,de) + eng, 


St Q 


de +kdg-++A,dg..ı = En dc + = (dy-+ 4,d«) 
| 09, 2 -- . 
+-- ay (Ady+i;de)+ + (A, ,dy+4,da)+ - ,.dy, 


wo A,, ... 4, noch zu bestimmende Me sind. Wir 2 über die- 
selben nun in der Weise, dass die Gleichungen (3.) und (4.) unabhängig 
a og, Odn+ı ı s ’ 
von den Derivirten 5 +" Du -Folgen von einander sind, indem wir setzen: 


’J 


de dy+A,de _ A,dy+h, de An ıdy+Ande Andy 








JB = of of Ei = of ei | 
u og, og, 0q, Oqn Ognıı 
vn | _ dq-+A, dq, a L2 dqn da, +, dg, + + Andgarı 
dx dy 


Hiernach erhalten wir zur Bestimmung der 4 die 





Gleichungen: 







































br == a = Bi. s of a 
y dx og og, 
| hat In — = = ge. f . 
UX og, oq, 
(6. ) 
Fra dı of 2 
kur kn r n. — o nl _ of : 
dx Om "0q, 


1 dy au ld ef. 


n 
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. . . 4 . r P . / dy \n l 
Addiren wir diese Gleichungen, nachdem wir zuvor die erste mit 2 ) 
„ UT 


. . dy "=? i j Ih \ 
die zweite mit -() u. s. f., die vorletzte mit (—1)""'-7- und die letzte 


dx 
| Zi0S. : MR d a 
mit (—1)” multiplieirt haben, so erhalten wir für > die Gleichung n!% 
Grades: 
u ers RR. 20. AWO. 
(6°.) z n) > e. On dx Hi-h) Odn+1 


),, welches der 
Wurzel u, entspricht, werde mit 43°...4/” bezeichnet, so ergiebt sich aus 


Die Wurzeln derselben he U,...4,, und das System der 


(6.) leicht, dass 4% die Summe der Wurzeln « mit Ausschluss von «,, 4% 


die Summe der Produete zu je zweien, 4/” die Summe der Produete zu je 
dreien u. 8. f£ der Wurzeln u,...4,_,. 4üı,...u, ist. oder auch, dass die 


Grössen 45°... durch die für jedes « geltende Gleichung 


of of Ben öf 
u n a w' 14 ... 1 (— 1)" - 
og, © G; OGn+1 
uU— U; 
of e | | 
— b. er: 9 a"? 2... + (—1)"°7 ua-+(—1)"'419 
og 
definirt werden. 
Man erhält so 
of of of of C 
ef _ F_, Erd 
a O4. o4. A ot oH oO 4 
1» —— E Be ! . Ay — 1; : l z u. 8. f. 
2 of öf 
og, og, 
\ 


Sind die 4 auf die angegebene Weise als Functionen von u, be- 
stimmt, so liefern die Gleichungen (5.) die folgenden » Systeme von je drei 
totalen Differentialgleichungen: 

dy = u,dı. 


of ı 7%) 1...4.20) FE... 

(7.) oq, (dg,+ 45 dgq; ] ie | In dq — dr dr. 0 q . 
= k) - (k) df 2 
„49 u dg+ +4 dg.;.) = — Ay dx. 


Ist f von z und Por ehe niederer als der „ten Ordnung frei, so dass 


d j Oo j d o j .s . \ . \ ® > 
Du: | .- Zu dann enthält jedes System drei Gleichungen zwischen 
dx oz ' dy oy \ ’ 


den a+3 Variablen z, y, 91---9Q,,. Im anderen Falle sind in jedem der 
Systeme zu den Gleichungen (7.) noch die Gleichungen (2.) hinzuzufügen. 
Wir beweisen nun folgenden Satz: 


26 * 
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Es lasse sich jedem der Systeme (7.), nöthigen Falls mit Hinzuziehung 
der Gleichungen (2.), durch je ein Integral «,= ec, genügen, und es mögen 
sich aus den Gleichungen 

[= na0, ..: im 
Yi-++Gn41 als solche Funetionen von x, Y, P, 9; Tr, 5, L,... Pı...p. ergeben, dass 
das Gleiehungssystem (2.) integrabel wird. Durch die Integration desselben, 


n(n-+1 iR “ u ie 

welche * a > neue ( onstanten zuführt, erhält man das vollständige Inte- 
W . x [2 44 3 W > 

eral der Gleichung (1.) mit <= ) +n= a nu Constanten. Kennt man 


von jedem der Systeme (7.) ausser a, = const. noch ein zweites von «, und 
f unabhängiges Integral «, = const., so erhält man das allgemeine Integral 
der Gleichungen (1.) mit n willkürlichen Functionen, wenn man aus dem 
Systeme 
fI9 a, )=0, Hl, n)=0, ... 9,0) =, 
WO ,...p,„ willkürliche Funetionen bedeuten, g,...9..., als Funetionen von 
x, y, z und den Derivirten bis zur (a—1)'*® Ordnung bestimmt und wie oben 
bei der weiteren Integration verfährt. 

Beweis: Der Voraussetzung nach muss, wenn mit a eine der Fune- 
tionen @,, a, oder (u, «,) bezeichnet wird, die Gleichung 

du = 0 

eine identische Folge der Gleichungen (7.) und (2.) sein. Setzt man nun 
in da für die Differentiale der Function 3 und ihrer partiellen Derivirten 
bis zur (a—1)!e® Ordnung inel. ihre Ausdrücke in de und dy, so erhält man 


du du 


(8.) 


dx er dy og,  laarı 

















du cu , ou ou ou ou ou 
—. Zu . - 7 - r == — $ - ... - ... - — . 
dx OXr of + op og Br op, rt OPn In; 
du ou ., ou ou ou ou ou 
—=——+-g 8 + —— I + + mtr tr gr 
dy oy op og cp, OP 


ist. Die Gleichung (8.) muss nunmehr eine identische Folge der Glei- 
chungen (7.) allein sein; folglich lassen sich drei Functionen M, N, P, be- 
stimmen von der Beschaffenheit, dass identisch 


du ‚ df df 

DM, 1 

dx u dy ’ 
Br re = ee 
dy 0, we TR . oq, Ogn+1 "og, 
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ss 


1, 


n 


‚N 
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Dureh Elimination von M, N, P erhält man folgendes System von simul- 


tanen linearen partiellen Differentialgleichungen für « 








&= ar = of df Au a 
de '*"dy/öog de ög dy Ognrı 49 ’ 
(9.) ( . "\ 
so n R ,® I} 
n == nd „91 . n 
°9 9 Any AM 
Die erste Gleichung kann, da 
PM =... = z 
| Ogurı og, 
ist, geschrieben werden 
ai of du df ou of du df ou 
10 MH u wel dd Au _ og, 
Ogn+ı dy dy Oguzı og, dx dz og, 


Die übrigen Gleichungen in (9.) sind der Ausdruck für die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die Gleichung 


ou ou ou 
= — u'— — u"'+...+(— 1)" — u+(—1)" 
TR ?T Ögn | Ögurı 


(11.) 








mit der Gleichung 

oO n o n— n —] 6, ’ © 

12) 09- e1 wu er rb"" 4 u+(—1) " 
og, 0, Om OQun+41 


alle Wurzeln u,... u, mit Ausschluss von «u, gemein habe. Denn wenn v 
die Wurzel der Gleichung (11.) bezeichnet, die sie mit der Gleichung (12.) 
nicht gemein hat, so ist 49-49, v nach der Definition der 4” die Summe 
der Produete aller Wurzeln der Gleichung (11.) zu je ö—1, wo IM), = 0 


zu setzen ist, folglich 


ou ou ,. a 
1 —- — (ANMLIN y), 
og, öq, 
ürs=2 3... und 
ou ou. 
z = - ‚®y, 
OgAn-+1 og, 


Substituirt man den aus der letzten Gleichung sich ergebenden Werth von 
v in die »--1 ersten, so erhält man 


n « r (Ak) 
O 73 O u = (k) ® u ) Zus ] 
—— A; 


99; oq, Ogn+ı I) 


“ 


welche Gleiehungen mit den »—1 letzten Gleichungen in (9.) iberein- 
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stimmen. Die Bedingung aber, dass die Gleichungen (11.) und (12.) »—1 
Wurzeln ausser u, gemeinsam haben, führt uns in Verbindung mit (10. 
unmittelbar zu einer anderen Form für das simultane System linearer par- 
tieller Differentialgleichungen für «. 

Denn bildet man aus ihnen zwei Gleichungen (na—1)ten Grades, indem 


man einmal «" dann «’ eliminirt, die letzterhaltene Gleichung durch u 
dividirt, so müssen die Gleichungen 


ou of ou of gen ( ou cf ou of 
u 1 Ti 202 u u 
09 og og UP 


} ie n—?2 
r [ nn n pr + ... 
4, 04, 04 öq, 
ou of ou ON 


+ (— 1)" m m 
au. oq,  0q, Ogn+ı? 


= (. 


Odn-+ ı 049, oq, OQa+1 


#... of ou of 


ou of ou cf 
nn m erg; nn an R u 
On+ı 09, 09, Ogazı 


+ ou of Br ou of \ 


O(un+1 O4n Ogn O4n Hl d 


wmı_ 


—?2 
-- ... 
—= A) 


dieselben »—1 Wurzeln gemeinsam haben, also die Coeffieienten in beiden 
Gleichungen proportional sein, was die Relationen ergiebt 
cu cf ou of ou cf ou of 
Ognıı 09, ge: öq, Ogusı Ögnzı 09, m 09, OQuz+1 
u ccf du of m öf 
4, 0 © ©, 4, ©, 
cu of ou of 
Ögnzı On m gası 
ou of ou of 


OAn4 N} oq, og, O In 1 


Beachtet man noch, dass 45 das Produet aller Wurzeln obiger Gleichungen 
(n—1 ten Grades ist, also 
en Hu of 
„aD — Ogu4: og, 0, dur: 
i ou of ou of ° 
0, oq, 7. 9, Ogası 


und dass nach (10.) 
cu df du of 


Ogn +] dy dy Ogn +1 
en du of df I 
dx 


im — 


so lässt sich das System (9.) von » simultanen linearen partiellen Differential- 
gleichungen für #, das dem System (7.) totaler Differentialgleichungen 
äquivalent ist, in der Form schreiben 











v) 
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en 
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n 


ou of ou Of on Of ou of 
„8 — O4 a ! 94 d9nrı __OgIn;ı 0, 9 Oga+ı 
s ou cf ou of ou of ou of 
og, og, og, 6) pP £ 4; og, oO 1, c 4; 
( 13. v » u‘ u . r . 
) ou 0 cu of ou df du of 
_ nr On Gm Odnrı __ Ofnsı dy dy Oguzı 
cu of cu of du of ou  df 
Ogn+ı 9g, 99, Ogayı dx 0, og, de 


Nun erhält man durch Differentiation von f=(0 und #= eonst. nach r 


df of dq, ) of dq, +1 
u “e- - - >... _— „ — (), 
dx oq, dx Ogaxı de 
du ou dag, cu dysı 0 
de og, dx  Ogs+ı de ’ 
e 0.46 dq, 
und hieraus durch Elimination von = 
(| du of ou df _ ( cu cf ou of \ da, 
14 ) dx og, og, dx 94, oq og, 09, / dx h 
( . Rh Er; 
ou of ou of \ dq. +1 0 
u: In+ı 09, 2q In 14 dx r 





In gleicher Weise ergiebt die Differentiätion nach y von f=0 und vw =e 


uy. . . O( n+ 
und Elimination von Er 
ou  df du of 





or 0Og.ıı d dy Oqy: 
(15.) a y og 





ou cf 
et _ 
Ögnrı 6q, 


ou of \ dq, 
og, Ogqn 117 dy 
A ou cf cu cf ) dq, 


.—— .- —  — 


Ogn+ı 04 Ogn Og, 4 





— — A), 
dy 


Multiplieirt man die Gleichung (14.) mit 4; und zieht dann Gleichung (15.) 
ab, so erhält man mit Berücksichtigung von (13.) 


ou of 


O4n Hl og, 


(16.) 








O(n +1 O4n 


dx dy 


ou of \/ dq, dg,\, 
J En 


og, OQn + 1 


Mn EN „0 
1 


\ dx dy 


Ogn Ogn4 


In dieser Gleichung ist unter # ein dem System (7.) totaler Differential- 
gleichungen oder dem äquivalenten System (13.), welches zur Wurzel u 
gehört, genügendes Integral zu verstehen; da aber die Gleichung (16.) die 


gewählte Wurzel u, nicht enthält. 
meiner für u= p,(u,%), ... u=y, 
welches man erhält, wenn man in 


so gilt sie für „= u,...u, (oder allge- 
(#,, %,)). Die Determinante des Systems, 
(16.) der Reihe nach «,...a, substitnirt. 
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dg, dq, dqn4 dq. r 
und — —_ —ı ,,,. Gert _% 2j8 Unbekannte betrachtet, ist 
dx dy dx dy 





























( Al ut ou, ou„ of 
Ö 09 Im Inzı 


2) 24 
In+1 un 





of 


© N. . . . 
Der Fall, dass ren, 0 ist, sei einstweilen ausgeschlossen. Der andere 
n+1 





Factor ist die Functionaldeterminante der Functionen z,...u,, fin Beziehung 
auf 9,...g,;, als unabhängige Variablen; ihr Verschwinden würde anzeigen. 
dass zwischen diesen Functionen eine von g,...9.;. freie Relation existirte, 
folglich aus den Gleichungen 













u.=60, ... u=6, f=-V, 


nicht q-.-9,4, als Functionen der übrigen Variablen bestimmt werden 
könnten — gegen die Voraussetzung. Da sonach obige Determinante nicht 
verschwindet, so muss einzeln 





dgq, 4 dq, _g dqusı __ dqu = o 
dx dy ee dx dy 
sein, folglich sind die Gleichungen 
dy, =qnde+g.dy, ... dp,=q.de-+ q,.,..dy 
integrabel, mithin 


dp, _ dp, dpa _ dpa-ı 


Er Sr dy 


Sind nun 77,...727,_, die Derivirten (a—2)!e Ordnung von z, so sind ebenso 
die Gleichungen 





da, =pde+p,dy, ... da,,=p,.de+p,dy 





integrabel, und so ergiebt sich, dass das System (2.) integrabel ist, was zu 
erweisen war. 





Wir bemerken noch, dass, wenn man in dem Gleichungssystem (13. 
4, tortlässt, man statt der » Systeme linearer partieller Differentialgleichungen 
ein einziges, von k unabhängiges System von »—1 simultanen partielle 
Differentialgleichungen zweiten Grades für # erhält, welchem sämmtliche 
u genügen müssen. Das äquivalente System totaler Differentialgleichuugen 
erhält man aus (7.), indem man durch Wegschaffung der Wurzelgrössen «, 
die ihnen entsprechenden » Systeme in ein einziges vereinigt, welches danı 
aus drei Gleichungen vom n'!" Grade in Beziehung auf die Difterentiale 
dx, dy, dq.. ... dq„,ı besteht. Die erste Gleichung wird offenbar 
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Ö of | c | 
= dy"— - -dy" "de++(—1)" [ de” = VQV; 
og, 00, Oga-+1 


} 


die beiden anderen ergeben sich, indem man für 4®,..7 ihre Ausdrücke 


ER dı ; 
durch «, substituirt, «, durch - ersetzt. In dem Falle »=2, ist 
gr, Ss, G=-l; 


«a, ist Wurzel der Gleichung 


BE Go i , © / 
(17.) 1 U — Me id . ———— 0) 
or OS si 
und 
of ( 
A u, 
. os ol 
(k) 
FR = = 
2 of 
or 


Nach (7.) lauten also die beiden Systeme totaler Differentialgleichungen 
ersten Grades, auf deren Integration die partielle Differentialgleichung zweite: 
Ordnung 

fa, y»23,p,g0r,s,N=- WU 
zurückgeführt ist, 


dy = u,dı, 





ler... öf af 
a a @ 
LE Ri N. _ 4 
| Zr ds - ae } d= — r* dy. 


mit Hinzufügung der Differentialgleichungen 

dp=rde+sdy. dg=sdre+tdy. dz=pdx+gdy. 
Die beiden Systeme (18.) ersten Grades lassen sich nun nach dem Obigen 
durch Wegschaffung der Wurzeln «, in ein einziges vereinigen, welches 
drei Gleichungen vom zweiten Grade in Beziehung auf die Differentiale 
de, dy, dr, ds, dt enthält. 


Substituirt man nämlich der Reihe nach in /17.) und den beiden 
dy 


letzten Gleichungen (18. Ar für u,, so ergiebt sich: 
dr er ” 
ne l Te ‘f / nf 
iR . } ) _W | I _g 
or \ de os dx ot 
of dr 6, Is ME I 
BE De u 9 
or dr os dx or dr dx dx 
of ds of dt of dt dy df N 
or dz ' Os de or da u u 
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wo zur Abkürzung 




















of, of ef of df 
2 25. Sn)... DB 
da P op + og a on’ 
of of of of df 
ii Bu —s+- — u A 
oy u 0% 17 op ie og . dy 


gesetzt ist. | 
Die Gleichungen (19.) in Verbindung mit den Gleichungen 

RA 

dx 

sind von Herrn Darboux*) waseres Wissens zuerst aufgestellt worden, und 
zwar Ist er zu denselben durch die Methode der Vertauschung der Variablen 
selangt. Das äquivalente System simultaner partieller Differentialgleichungen 





dz „du dp 
de’ de 


dy dq 
de’ de 








=r+8$ —=$sH+l 





erster Ordnung für #, wenn „» irgend ein Integral des Systems totaler 
Ditferentialgleichungen bedeutet, lautet nach (13.) 





P. 












ou of ou of ou of ou of cu df du of 

ot or ©r A et dos ©s dl td dy 6 
(20,) _———- oo Be. a an J _. 

ou of cu of cu of ou cf du cf ou dj 

os or or 08 ot or or ct de or or dx 


und löst sich in zwei lineare Systeme auf, wenn man jeden der drei 
gleichen Ausdrücke gleich 
(An 
0S or or 
setzt und dem Index % der keihe nach die Werthe 1, 2 beilegt. 
Die Gleichungen 


und 










rn 
haben eine Wurzel gemeinsam. 

Je nach der gemeinsamen Wurzel zerfallen die « in zwei Klassen, 
und zur vollständigen Lösung der vorgelegten Differentialgleichung reicht 
es hin, eine Gleichung «= 0 von jeder Klasse zu haben, die eine will- 
kürliche Funetion enthält. Man erkennt hierin, sowie in dem Umstande, 
dass « gleichzeitig zwei homogenen partiellen Differentialgleichungen erster 








ı Darboux, Sur les equations aux derivces partielles du second ordre. Ann. de 
’Ee. Norm. VII 163— 173. 
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Ordnung und zweiten Grades genügen muss, die Bestätigung eines Satzes, 
den Herr Darboux 1. e. ausgesprochen hat. 
Wenn »=1, d.h. für den Fall einer partiellen Dittferentialgleiechung 


erster Ordnung ist ,=p. p=g. und die Gleichungen (13.) gehen in die 
zwei Gleichungen über 


ou cf ou of ou df du of 
10 — öq ©p u op og ög dy dy og 
Zu ou cf du of ou df 
oq op op © de ©p 6p de 


woraus 4” = 1 und die bekannte lineare partielle Differentialgleichung für 
du of ri du cf cu df cu df N 
de Op  dy og op dx og dy 
hervorgeht, welche, mit Hinzufügung der Gleichung ds = pd.ır--qdy, dem 
System der totalen Differentialgleichungen 


P 


1] BER?) BREI: BEER?) 


de:dy:dz:dp:dq = Ip Er :p u q. ir "er "ie 0) 
äquivalent ist, wo 
dj of of di ( | ( 
> og er P- un SE - . q 
dx or 03 dy oy 02 


zu setzen ist. 


Zum Sehluss behandeln wir noch den ausgeschlossenen Fall, dass 
of 


u —( ist. 
OAn+1 
Wir müssen hierfür auf die Gleichungen 6.) zurückgehen: die letzte 
® dy h re 
derselben zeigt, dass dann entweder = — () oder 4, = 0 ist. Die Gleichung 
dx 


(6°) ergiebt in der That einen Wurzelwerth Null. und zwar sei =: 
dann sind nach (6.) die diesem Wurzelwerth zugehörigen Werthe für 4 
Bart. it 
£ og, c€0qg, oqQ 0gq 
und dasjenige der Gleichungssysteme (7.). welches diesem Wurzelwerth 
entspricht, lautet demnach 


[ n j } nf l/ 
\ dy = 0), . dq.+ % I dq:+ Be L. 7 dq = . dr. 
F u og, 0, An dx 
(21.) y 7 7 f 
© ®) ( d/ | 
| ©q, dq:+ ErB dq u da. dq, I ° ans dy dx. 


Das simultane System (13.), welches diesem entspricht, wenn man A — |] 
Setzt, enthält in der That unter den Quotienten, die 4) „leich gesetzt sind 


=, 
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1 of of _ © 
einen, der in Folge von —-0 den Werth 2:7 erhält. Die übrigen 


n+1 Ogn og, 


Werthe u, sind Wurzeln der Gleichung (»—1)ten Grades 


of Sf 
2) Lem_I, 


) N ) i 
og, 0% 


und AP =0 für k=2, 3, 
Das u = u, SR a wird 
dy = u,.dı, 


-(dg+ IP dg+ +49 dq.-.) 


og 


. ä (dg:+ 1 dg;+ Br + j. N dq.) 


Wie sich aus (6.) ergiebt, hängen, da jetzt 9 = 0 ist, die 4% ...2®, mit 
den Wurzeln « der Gleichung (22.) in derselben Weise zusammen, wie im 
allgemeinen Falle die 4%°...4® mit den Wurzeln der Gleichung (6°). Da 
in unserem Falle ferner das Gleiehungssystem (23.) von der Variablen gq,., 
sänzlich frei ist, wird das Integral desselben „=ce, (k=2,...n) auch 
von 4... frei sein. Die Zähler in den Quotienten des Systems (13.) werden 
also sämmtlich Null, was mit 49 = 0 übereinstimmt. 

Vermöge der Bemerkung über den Zusammenhang der 4® mit den 
u, ersieht man, dass sich an den »—1 Systemen (23.) dieselben Betrach- 
tungen wie an den » Systemen (7.) anstellen lassen, und dass demgemäss 
die ersteren Systeme sich durch die »—1 Systeme linearer partieller Diffe- 
rentialgleichungen für « 

ou of on cf cu of ou ef 
vo _ m 5 _..._ Mn a Se 
n—1 Du af ou of cu © of 


og, 0q, og, ©q; On oq, og, Ogn 
ou df du of 


Og„ dy 
ni 


wo a wie f von 9,,, frei ist, ersetzen lassen. Man schliesst daraus weiter, 


rcu cf cu dq, dag, ’3 
\\ Oqn og. og, gm y( dx dy )+ 


| Ah +[ ou of | ou 2 of IN du dqn-ı ) = U) 


\oqu OM-—ı Oga-ı Ogn dx dy 


wie oben. dass 
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IV 
nm | 
ss 


ist. Diese Gleichung, die vom Index # unabhängig ist, gilt für «= w....w,. 
Die Determinante des Systems, welches aus (24.) hervorgeht, wenn man 
dq, dq, dq, dan-ı 


1—M...u, Setzt und als Unbekannte be- 


dx dy Be dx dy 


trachtet, ist 








of ) : S + on, ou, of 
r — - ch un 
OQn 0, dan-ı OgQn 





öf 
ln 


segen die Voraussetzung zwei gleiche Wurzeln «—=0 haben würde, und 


er Factor kann nicht verschwinden, weil sonst die Gleichung (6. 


das Verschwinden der Functionaldeterminante würde zur Folge haben, «ass 
zwischen 2,...@, und feine von g,...q, und, da die « und f q,., nieht ent- 
halten, auch von q,,, freie Relation existirte, was ebenfalls ausgeschlossen 
ist. Da mithin die Determinante des betrachteten Systems nieht ver 
schwindet, so folgt, dass 

dgq, en dq, dq, dn—ı 

de dy Me dy 


dgu:ı dq. 


ist. Es erübrigt noch zu zeigen, dass a „ist. Hierzu betrachten 


wir das abgesonderte, der Wurzel « = 0 entsprechende System der Gleichungen 
(21.). Ein Integral derselben sei a, = e,, welches q,,, enthält, so genügt « 


einem System simultaner linearer partieller Differentialgleichungen, welches wir 





aus (13.) erhalten, wenn wir — . und 4® = 0) — — er (s.8.211 
Oga+1 On 0g 
setzen, nämlich: 
of ou, of ou of ou,  df 
(25.) Ögn _ ___ Mr 0  _,.._ IH mA _ OQn+ı dy 
of ou, of ou, of ou, of ou, of du, of ou, df 
oq, ög, 94,  ©q, ©q, 09 64, ©, Ögn de og, 0q, da 


Nun giebt aber die Differentiation von f=0 und #, = eonst. nach x 








df of dg, of dm _ 0 
dx og, dx 0 de 
du, , u, dq, . ou, dq„ , ou, dgusı 
u er u seuadeı ua en ur. yore | = | , 
d.x og, dx On dx gu dx 
. ae d« 
und die Elimination von Fr 





du, of ou, df .rou of ou, OFEN de 
N ) 1: 


de 09, 0g dz N\0g, 0, dc 
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& (Zi ef _ 9m Of\ dq, 


On c 


q og, dqu/ dx 


u of dgu+ı 


In+1 og, dx 



















214 Hamburger, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 


Die Differentiation von f=0 nach y giebt ferner: 


df ! of dqn 
dy " ©q, dy öqn dy 











(27.) 





=WUV. 





a kai MH ou 
Multiplieirt man (26.) mit a; und (27.) mit ——— und zieht ab, so 


© In q, OGn- +1 


erhält man in Berücksichtigung von (25.) 





cu, of e: a, +. MT... of (> dqn-ı ) 
OYn+ı og, Ogn+1 Ogn e. dx dy 





ou, of (24 + Ge) = _Q, 
Ogn+ı On N de 
Wie vorhin bewiesen, ist 
dq, dq, nr‘ dgq, 4 dqn—ı 
dx dy | dy 











y ou, of 
und da ferner nach unserer Voraussetzung weder ee noch —- ver- 
Un+i An 





i | dqu+1 dm __: 
schwindet, so muss — = — sein. 


dx dy 
im Januar 1882. 





Berlin, 











Zur synthetischen Construction der Complexe zweiten 
Grades. 


(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 


Die Kummersche Fläche vierter Ordnunz und Klasse mit sechzehn 
singulären Punkten und Ebenen ist in ihrer Eigenschaft als Singularitäten- 
fläche des allgemeinen Complexes zweiten Grades analytisch von Herrn 
F. Klein*) ausführlich untersucht worden. Nachdem auf synthetischem 
Wege durch Herrn AReye**) diese Fläche mit dem Systeme der Doppel- 
tangenten eonstruirt ist, liegt es nahe, hieran anschliessend die Construction 
des Complexes zweiten Grades zu versuchen. Es gelingt dies, indem wir 
die Lagen der zwölf Strahlen der sechs Fundamentaleomplexe betrachten, 
welche in einer Ebene liegen oder durch einen Punkt gehen. 

Hierzu sind einige Hülfssätze erforderlich, welche sich auf Flächen- 
büschel zweiten Grades beziehen und von Herrn Harnack bereits dargestellt 
worden sind. Die synthetische Behandlung derselben ist sehr einfach und 
soll desshalb vorangeschiekt werden. Die Beweise mancher Sätze sind 
im weiteren Verlaufe der Betrachtungen der Kürze halber oft nur angedeutet. 
aber haben keine besonderen Schwierigkeiten. 


$1. 

l. Es seien gegeben eine Raumeurve dritter Ordnung «,, eine 
Sehne derselben « und eine Fläche zweiter Ordnung F,, welche die ersteren 
enthält. Die Secanten von «,, welche auf F, liegen, schneiden «, in den 
Punktepaaren einer Involution. Durch den einer Punkt eines Paares legen 
wir eine Gerade der zweiten Schaar von F, und bestimmen ihren Schnitt- 

*) Klein, zur Theorie der Linieneomplexe des ersten und zweiten Grades. Math. 


Ann. Bd. 2, S. 198. 
**) Reye, dieses Journal Bd. 86, S. 97. 
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punkt mit a; durch den anderen Punkt legen wir eine Gerade, die einer 
zweiten durch a und «, gehenden Fläche F, angehört und nicht Secante 
von a; ist, und bestimmen ebenfalls ihren Schnittpunkt mit a. Es entstehen 
so auf a zwei projeetive Punktreihen, welche in Involution stehen, denn ein 
Paar ist stets das Sehnittpunktepaar von o, mit a. 

2. Auf einer Regelschaar zweiten Grades seien gegeben zwei 
Strahlen « und b und zwei Raumeurven dritter Ordnung o, und /,, welche 
(diese Strahlen zu Secanten haben. Die beiden Raumeurven haben vier 
gemeinschaftliche Punkte, durch welche die Strahlen e, d, e, f der Regel- 
schaar gehen mögen. Letztere treffen @; resp. %, zum zweiten Male in je 
vier Punkten, welche entsprechende Punkte projectiver Punktreihen auf «, 
und 5, sind. Die Geraden a und b werden durch die Strahlen c', d', €, f.. 
welche der anderen Schaar angehören und durch dieselben vier Punkte gehen. 
projectiv auf einander bezogen. 

3. Es sei ©, die Grundeurve eines Büschels von Flächen zweiter 
Ordnung; N,, N,, N,, N, seien die Ecken des gemeinsamen Polartetraeders. 
N,N, und N,N, sind reciproke Polaren für alle F,. Je zwei Punkte A und 
A von C,, deren Verbindungsgerade diese reeiproken Polaren schneidet. 
sind durch dieselben harmonisch von einander getrennt. Je zwei Strahlen 
einer Regelschaar von F;, welche durch AN, und X,N, harmonisch ge- 
trennt liegen, sind die Paare einer Involution. Diese Paare enthalten die 
Punkte A resp. A’. Jede Secante oder Tangente von €, projieirt die Punkte- 
paare A, A’ durch einen involutorischen Ebenenbüschel. Die Kegel N 
und N, und ebenso N, und N, des Flächenbüschels können zur Construetion 
der Punktepaare A, A’ dienen. Ist B ein beliebiger Punkt von (,, so 
treffen die Geraden BN, und BN, oder BN, und BN, die C, zum zweiten 
Male in einem Punktepaare A, A". 

In dem Büschel der F, bestimmen wir jetzt eine Involution, in 
welcher die Kegel N, und N, ein Paar, die Kegel N, und N, ein anderes 
bilden. Eine Tangente von C, an dem beliebigen Punkte B ist der Träger 
eines involutorischen Ebenenbüschels, dessen Paare Tiangentialebenen au 
den Paaren des Flächenbüschels sind. Zwei der Paare des Ebenenbüschels 
welche von den Kegeln N, und N, sowie von den Kegeln N, und N, her- 
rühren, gehen durch Punktepaare A, A’ von C,. Die Paare des involu- 
torischen Ebenenbüschels projieiren demnach die Punktepaare A, A’. Jede 
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der Ordnungsflächen der betrachteten Involution hat die Eigenschaft, dass je 
zwei ihrer Erzeugenden verschiedener Schaaren, welche in einem beliebigen 
Punkte von C, zusammentreffen, diese zum zweiten Male in einem Punktepaare 
A, A' schneiden*). Da drei Involutionen durch verschiedene Anordnungen 
der Punkte N möglich sind, so erhält man drei Gruppirungen von je zwei 
Punkten auf C, und sechs Flächen des Büschels, welche paarweise als 
Ordnungsflächen zu derselben Gruppirung gehören. Die zu einem Punkte 
von C, in den drei Involutionen gehörenden Punkte bilden mit dem ersten 
eine Quadrupelanordnung auf C,. Je zwei Punkte eines Quadrupels bilden 
ein Punktepaar für eine Involution. Die zu einer Fläche F, gehörenden 
drei Flächen des Büschels liefern mit der ersten eine Quadrupelanordnung,. 
Je zwei Flächen eines Quadrupels sind ein Paar einer der drei Involutionen. 

4. Hat die Grundeurve C, einen wirklichen Doppelpunkt D, so 
vereinigen sich in ihm zwei Punkte N. Von den drei Involutionen bleibt 
nur eine eigentliche übrig, von welcher der Kegel D ein Ordnungselement 
ist. Das andere ist eine Fläche F,, welche durch die Kegel X, und N, 
von D harmonisch getrennt ist. 

3. Sechs Punkte A, B, C, D, E, F einer allgemeinen ©, mögen 
so liegen, dass sie von einem Punkte U von €, dureh sechs Strahlen eines 
Kegels zweiter Ordnung projieirt werden. Es soll bewiesen werden, dass 
die den sechs Punkten in einer der Involutionen zugeordneten A’, B, C', ... F 
von U ebenfalls durch Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung projieirt 
werden. 

‘s ist 

UA(C, D, E, F) , UB(C, D, E, F), 
ferner nach 3. UA(C', D', E, F\7\ UA(C, D, E, F\, 


UB(C', D', E, F)\TUB(C, D, E, F\. 


Daher folgt: UA(C', D', E, F\7 UB(C', D', E', F'),. 


Die Strahlen U(A, B,C',D', E', F') liegen auf einem Kegel und desshal) 
sind die Strahlen U(A’, B, C', D, E, F) und schliesslich UA’, B', C', D', E', F' 
sechs Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung. Sind U’, U", U" die drei 
mit U ein Quadrupel bildenden Punkte auf C,. so folgt nun auch, dass 


*) Vgl. Harnack, Math. Ann. Bd. 12 8. 47. 
Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 3. 
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U'(A,B,C,D,E,F), U"(A,...F) und U’”’(A,... F) je sechs Strahlen eines 
Kegels zweiten Grades sind. Hieraus ergiebt sich der Satz: 
Die Kernfläche des Gebüsches mit den sechs Grundpunkten A, B, ... F 


wird von jeder durch diese Punkte gelegten C, in vier Punkten geschnitten, 
welche auf C, ein Quadrupel bilden. 


8.2. 

6. Wir denken uns die sechs Strahlensysteme zweiter Ordnung und 
Klasse, welche dieselbe Kummersche Fläche zur Brennfläche haben, auf 
dem von Herrn Reye eingeschlagenen Wege construirt*); die wichtigsten 
Sätze sind folgende: 

Ein F,-Gebüsch mit sechs Grundpunkten 1, 2, ... 6 ist projeetiv 
auf ein räumliches System &, bezogen, so dass jeder Fläche eine Ebene 
von 2, entspricht und jedem seiner F,-Büschel ein zu demselben projeetiver 
Ebenenbüschel erster Ordnung von &,. Die Punkte der eubischen Raum- 
curve A,, welche die sechs Punkte 1,... 6 verbindet, sind associrte Punkte 
des F,-Gebüsches und entsprechen alle einem und demselben Punkte (0) 
des Raumes &,. Das Sehnensystem von %, ist auf den Strahlenbündel (0) 
projeetiv bezogen und zwar so, dass die collinearen Strahlenbündel, durch 
welche es aus den Punkten von 4, projieirt wird, zu dem Bündel (0) 
reeiprok sind. Je zwei associrte Punkte in dem Raume des Gebüsches 
sind durch eine Sehne von %k, verbunden und entsprechen einem und dem- 
selben Punkte von &,. Einem Strahle « von einem der Bündel 1,...6 ist 
eine Raumeurve dritter Ordnung «, associirt, welche durch die fünf übrigen 
Punkte geht und a zur Sehne hat. Die einander associirten Punkte von 
a und a, sind verbunden durch Sehnen von %A,, welche auf einer Fläche 
des Gebüsches liegen. Einer solchen Geraden a entspricht in &, wieder 
eine Gerade, welche projeetiv auf sie bezogen ist. 

Den sechs Strahlenbündeln 1,... 6 entsprechen in 3, sechs Strahlen- 
systeme zweiter Ordnung zweiter Klasse I, II, .... VI, welche in sechs ver- 
schiedenen linearen Strahleneomplexen liegen und die zugehörigen Null- 
systeme bestimmen. Die gemeinschaftliche Brennfläche &, der sechs 
Strahlensysteme ist in jedem dieser Nullsysteme sich selbst zugeordnet, so 
dass jedem Punkte von 2, eine durch ihn gehende Ebene von #,, jedem 


*) Vergl. Reye a. a. O. und Geometrie der Lage Bd. 2. 
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Knotenpunkte aber eine singuläre Ebene zugeordnet ist. Durch Abbildung 
vermittelst eines dieser Nullsysteme geht jedes der sechs Strahlensysteme 
in sich selbst über. Der Fläche &, entspricht im Raume des Gebiüsches 
die Kernfläche desselben. 

7. Es sei F, eine beliebige Fläche des Gebüsches; a,b, c,d, e, f 
seien die sechs Geraden der einen, a’, b', c',d',e',f' die sechs Geraden der 
anderen Regelschaar von F,, welche durch die Punkte 1,...6 gehen. F; 
sei die Fläche, welche die durch alle Punkte von a gehenden Sehnen von 
k, enthält; F, schneidet F, in «,. Dann folgt aus $ 1, 1: Die den zwölf 
Geraden in 2, entsprechenden Strahlen liegen in einer Ebene «u der Art 
angeordnet, dass jeder Strahl von zehn der übrigen, welche paarweise fünf 
Strahlensystemen angehören, in fünf Punktepaaren einer Involution ge- 
schnitten wird. Aus $ 1, 2 folgt: Die zwölf in einer Ebene liegenden Ge- 
raden der sechs Strahlensysteme lassen sich auf 32 verschiedene Arten zu 
Gruppen von je sechs vereinigen, welche einen Kegelschnitt umhüllen. 

Die erste Folgerung lässt erkennen, dass die sechs Geradenpaare 
der Strahlensysteme, als Curven zweiter Ordnung aufgefasst, einem und dem- 
selben Curvennetze angehören. 

8. Die Hessesche Curve dritter Ordnung H, dieses Netzes geht durch 
die sechs auf einem Kegelschnitte o liegenden Schnittpunkte A, B, C, D, E, F 
der zu den Strahlensystemen gehörenden Geradenpaare. Die Cayleysche 
Curve C, des Netzes wird von den zwölf Geraden der Systeme berührt. 
Die sechs Punkte A, B,... F haben auf der H, conjugirte Punkte A’, B',... F', 
welche auf einem Kegelschnitte 0’ liegen. Herr Cremona hat nun gezeigt*), 
dass alle Kegelschnitte eines Netzes als die ersten Polaren von den Punkten 
der Ebene in Bezug auf eine durch das Netz vollkommen bestimmte Curve 
dritter Ordnung G, aufgefasst werden können. Nach dem Vorgange des 
Herrn @eiser**) können wir aus dem Netze eine einfach unendliche Schaar 
von Kegelschnitten herausgreifen, indem wir zu den Punkten von 0’ die 
ersten Polaren in Bezug auf @, bestimmen. Die Schaar ist dadurch ein- 
deutig auf die Punkte von 0’ bezogen. Alle Curven der Schaar umhüllen 
eine Curve vierter Ordnung, welche, wie sich später ergeben wird, der 
Schnitt von « mit der Brennfläche 2, ist. Zu den sechs Punkten A’, B',... F' 


*) Einleitung in eine geometrische Theorie der ebenen Curven. 
*#) Geiser, Ueber die Steinerschen Sätze ete., dieses Journal, Bd. 72, S. 370. 


28* 
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gehören als erste Polaren die Geradenpaare der Strahlensysteme, die dess- 
halb Curven der Schaar sind. Ausserdem besitzt die Schaar keine Linienpaare. 

9. Die Polaren eines beliebigen Punktes P von u in Bezug auf 
alle Curven der Schaar bilden einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung n, 
der projeetiv zu o’ ist. Diese Polaren sind nämlich die zweiten gemischten 
Polaren des Punktes P und der Punkte von 0’ in Bezug auf G;; sie bilden 
also die Polarfigur der Punkte von 0’ in Bezug auf die erste Polare von P. 
Durch den Punkt P gehen zwei Curven der Schaar, welche die zu ı ge- 
hörenden Strahlen als Tangenten haben. Jeder Büschel des Netzes ent- 
hält zwei Curven der Schaar. 

10. Der Ort der Pole einer beliebigen Geraden / von u in Bezug 
auf alle Curven der Schaar ist eine Curve vierter Ordnung 4, mit drei 
Doppelpunkten. Dieser Ort wird als Schnitt entsprechender Strahlen zweier 
projeetiven Strahlenbüschel zweiter Ordnung gefunden. 4, geht durch die 
sechs Punkte A, B,...F. I schneidet H, in drei Punkten, deren conjugirte 
die drei Doppelpunkte von 4, sind, da / mit jedem dieser Punkte Polare 
und Pol für einen dem Netze angehörigen Büschel bildet. Die Punkte 
von 4, sind projeetiv zu denjenigen von co’. Ist / eine Tangente der 
Cayleyschen Curve, so liegen zwei der Doppelpunkte von A, auf Z. Fine 


beliebige Linie / wird von vier Curven der Schaar in den Schnittpunkten 


von / mit A, berührt. 

11. Analoge Betrachtungen lassen sich für die Geraden der sechs 
Strahlensysteme ausführen, welche durch irgend einen Punkt M des Raumes 
eehen. An Stelle der Curven der Schaar in « treten hier Kegelflächen, 
welche sechsmal in Linienpaare zerfallen. Den Ebenen «, ß,y, d,e,{ der 
Linienpaare sind in Bezug auf alle Kegel der Schaar sechs andere Ebenen 
eines Ebenenbüschels zweiter Ordnung «',P',...T conjugirt. Auf diesen 
Ebenenbüschel ist die Kegelschaar eindeutig bezogen. Einer beliebigen 
durch M gelegten Ebene sind in Bezug auf die Kegelschaar die Strahlen 
einer Kegelfläche zweiter Ordnung als Polaren zugeordnet. Einem beliebigen 
Strahle / von M ist ein Ebenenbüschel vierter Ordnung L, mit drei Doppel- 
ebenen als Ort der Polarebenen in Bezug auf die Kegelschaar zugewiesen. 
Der Ebenenbüschel vierter Ordnung ist auf den Büschel zweiter Ordnung 
der @',...{ projectiv bezogen. 

12. Ist « eine Tlangentialebene der Brennfläche 2, und M ihr Be- 
rührungspunkt, so bestehen alle Curven des Netzes, also auch der Schaar 
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aus doppelt zu zählenden Geraden des Strahlenbüschels (M, u). Dem Punkte 


M ist in Bezug auf das Netz jeder Punkt von « eonjugirt. Analoges gilt 
für die Kegelschaar, deren Mittelpunkt M ist. — 


$ 3. 

13. Zwei beliebige Ebenen des Raumes enthalten Curvennetze, welche 
projectiv der Art auf einander bezogen werden können, dass die zu denselben 
Strahlensystemen gehörenden Linienpaare einander entsprechen. Wir haben, 
um dies zu zeigen, nur zu beweisen, dass die sechs Punkte A',... F auf 
o' für alle Ebenen « eine constante projective Relation ergeben. 

Es sei / der Schnitt von « mit einer der singulären Ebenen der 
Brennfläche; der Punkt P sei einer der Schnittpunkte von 2 mit der 
Hesseschen Curve in «u. P hat in « einen eonjugirten Punkt P’ in Bezug 
auf alle Curven des Netzes in «; die beiden Punkte sind harmonisch ge- 
trennt durch die sechs Strahlenpaare der Systeme. Beschreibt « den 
Büschel /, so wird die von dem festen Punkte P harmonisch durch das 
Strahlenpaar eines Systems getrennte Gerade eine Regelfläche beschreiben. 
Wir wissen, dass alle Geraden eines Strahlensystemes, welche / treffen, 
eine Regelfläche dritter Ordnung erfüllen, deren einfache Leitgerade / ist, 
deren Doppelgerade aber durch den singulären Punkt von &, geht, welcher 
der singulären Ebene in Bezug auf dieses System entspricht. Es folgt 
hieraus, dass der gesuchte Ort der vierten harmonischen Geraden eine 
tegelschaar zweiten Grades ist. Wir erhalten so sechs Regelschaaren 
zweiten Grades, welche ausser in / sich zu je zweien in einer eubischen 
kkaumeurve schneiden. Diese Raumeurven gehen sämmtlich dureh P’ und 
die Berührungspunkte der beiden durch / gelegten Tangentialebenen von #,. 
Sind U und V die Schnitte von Z! mit dem in der singulären Ebene befind- 
liehen Berührungskegelschnitt und ist W durch U und V von P harmonisch 
getrennt, so wird die Regelfläche dritter Ordnung eines jeden Systems zwei 
in der singulären Ebene liegende durch U und V gehende Strahlen ent- 
halten und die eubischen Raumeurven gehen (desshalb sämmtlich dureh 
den Punkt W. 

Fünf dieser Curven, welche in einer Regelfläche liegen, bestimmen 
auf den Geraden der Regelschaar, die nicht zu den Secanten gehören 
(diese sind die von P harmonisch getrennten Geraden), je fünf Punkte. 
welche entsprechende Elemente projeetiver Punktreihen sind. Es bleibt 
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desshalb die projective Relation der sechs Polaren von P in Bezug auf 
die in einer Ebene « liegenden Geradenpaare der Strahlensysteme bei der 
Drehung von «u um / ungeändert. Die Relation ist stets gleich derjenigen 
von den sechs Punkten A’, ... F' auf dem jedesmal auftretenden Kegel- 
schnitte o. Fällt « in die singuläre Ebene, so sind die Punkte A, B,...F 
die in den sechs Systemen der Ebene zugeordneten Punkte auf dem Berüh- 
rungskegelschnitte. Die denselben conjugirten Punkte liegen auf dem gleichen 
Kegelschnitte und sind von den ersten durch U und V harmonisch getrennt. 

Die projective Relation der sechs Punkte A',... F' in einer beliebigen 
Ebene ist desshalb stets gleich der Relation der sechs singulären Punkte in 
einer Ebene, also constant. 

14. Da die sechs durch einen singulären Punkt von 2, gehenden 
singulären Ebenen dieselbe projective Relation haben wie die in einer 
singulären Ebene liegenden Punkte, so muss die projeetive Relation der 
sechs Ebenen «', P', ... ©, welche für einen beliebigen Punkt M des 
Raumes sich ergeben, ebenfalls constant und gleich derjenigen der Punkte 
A',... F' in einer beliebigen Ebene u sein. 

15. Man kann alle Ebenen « und alle Strahlenbündel M .. 
auf eine feste Ebene ı beziehen, in welcher die sechs den Punkten 4’, ... F 
und den Ebenen «', ... & entsprechenden Punkte ebenfalls mit TE 
bezeichnet werden sollen. Sie liegen in einem Kegelschnitte 0’ und zeigen 
die oben genannte constante projective Relation. Zu jedem Punkte von o 
gehört nun in jeder Ebene « eine bestimmte Curve zweiten Grades und in 
jedem Strahlenbündel M eine bestimmte Kegelfläche. Wir werden zeigen, 
dass diese Curven und Kegel die Complexeurven resp. Complexkegel eines 
Liniencomplexes zweiten Grades sind, und werden einstweilen schon diese 
Bezeichnung für die Curven und Kegel einführen. 

16. Ist « eine Tangentialebene von 2, und M der Berührungspunkt, 
so ist die projecetive Relation der sechs in « liegenden durch M gehenden 
Strahlen der Systeme gleich derjenigen der zugehörigen Punkte von 0. 
Eine Complexeurve in w besteht aus einer doppelt zu zählenden Geraden, 
welche durch M geht und sich projeetiv mit dem entsprechenden Punkte 
auf 0’ bewegt. Eine solche in « liegende Linie, welche als Curve und 
Kegelfläche eines Complexes gelten kann, nennen wir eine singuläre Linie 
des Complexes. 
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84. 

17. Wir gehen auf die Herleitung der Strahlensysteme aus dem 
Flächengebüsche zurück und machen eine Anwendung von den Sätzen 
in $1, 3. 

Einer Curve C,, welche durch die sechs Punkte 1, ... 6 geht, ent- 
spricht in 2, eine Gerade /. Die Punktquadrupel auf C, werden als Punkt- 
quadrupel auf / übertragen und bestimmen auf dieser Geraden drei Invo- 
lutionen. Es werden nämlich die Punktquadrupel von C, von irgend einer 
Sehne von C, durch Ebenenquadrupel projieirt, und diese übertragen die 
(uadrupelanordnung auf eine Regelschaar zweiten Grades, welche aus ge- 
meinschaftlichen Sehnen von C, und %, besteht. Diese Quadrupel der 
Regelschaar bestimmen drei Involutionen, welche bei der Abbildung auf 
den Raum >, auf einen Strahlenbüschel übertragen werden, dessen Mittel- 
punkt (0) ist und dessen Ebene durch ? geht. So entstehen durch die 
(Juadrupelanordnung auf / drei Involutionen. Fin Quadrupel auf Z bilden 
die vier Durchschnittspunkte mit &, ($ 1,5). Andere finden sieh, indem 
man durch die Berührungspunkte der vier durch 7 gelegten Tangential- 
ebenen von 2, die Strahlen eines der Systeme construirt und sie zum 
Schnitte mit ! bringt. Da die singulären Linien in diesen Berührungspunkten 
projeetive Büschel zu der Punktreihe auf 0’ beschreiben und es sechsmal 
vorkommt, dass die in einem Complexe befindlichen singulären Linien in 
(JQuadrupeln auf / eintreffen, so schneiden je vier einem Complexe angehörende 
singuläre Linien durch die Berührungspunkte der vier Tlangentialebenen 
die Gerade /! in einem Punktquadrupel. 

18. Die Curve C, war der Träger von drei involutorischen Flächen- 
büscheln ($ 1,3). 2 ist somit der Träger von drei involutorischen Ebenen- 
büscheln. Je vier Ebenen sind zu einem Quadrupel in analoger Weise 
vereinigt, wie vier Flächen des Büschels C,. Ein solehes Quadrupel bilden 
die vier Kegelflächen durch C,, wesshalb die vier Tangentialebenen dureh 
!an $, ein Quadrupel des Ebenenbiüschels liefern. Andere Ebenenquadrupel 
erhält man in folgender Weise. Man bestimme die vier durch die Schnitt- 
punkte von / mit &, gehenden in den Tangentialebenen dieser Punkte 
liegenden singulären Geraden irgend eines Complexes und projieire dieselben 
durch Ebenen des Büschels . Die sechs Ordnungsebenen der drei Invo- 
jutionen haben die Eigenschaft, dass / in jeder von ihnen Tangente der 
Cayleyschen Curve des Netzes ist, welches dureh die Strahlensvsteme be- 
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stimmt wird. Es folgt nämlich aus $ 1,3, dass die sechs Strahlenpaare 
der Systeme in einer solchen Ebene in sechs Punktepaaren einer Involution 
I treffen. 

Die sechs Ordnungspunkte der Imvolutionen auf I, sowie die sechs 
Ordnungsebenen der involutorischen Ebenenbüschel | gehören paarweise zu- 
sammen der Art, dass ein Paar conjugirter Punkte auf l in Bezug auf die 
Neize in zwei ein Paar bildenden Ebenen mit einem Paare der Ordnungs- 
punkte auf | zusammenfällt. Jeder der sechs Ordnungspunkte auf | ist Mittel- 
punkt eines Netzes von Kegelflächen, für welche l ein Strahl des Cayleyschen 
Kegels ist. Die beiden zu dem Ordnungspunkte gehörenden Ordnungsebenen 
sind in Bezug auf alle Kegel des Netzes einander conjugirt. 

19. Es sei m eine Tangente von &,, M ihr Berührungspunkt, und 
u die Tangentialebene in M. Der Geraden / entspricht im Raume des 
Flächengebüsches eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte 
($ 1, 4.). Ausser « gehen noch zwei Tangentialebenen der &, durch 1. 
In derjenigen Ebene v, welche durch jene von «# harmonisch getrennt ist, 
ist m Tangente der Cayleyschen Curve. Das auf m bestimmte Paar con- 
jugirter Punkte besteht aus M und dem Punkte N, welcher von M dureh 
die Schnitte von m mit &, harmonisch getrennt ist. 

20. Die sämmtlichen m schneidenden Strahlen eines der Systeme 
I... bilden eine Regelfläche vierter Ordnung, welche die Linie m und die 
derselben im Nullsysteme I... entsprechende Gerade m’ zu Doppelgeraden 
hat. Eine Doppelerzeugende r ist die durch M gehende Gerade des Systems 
I..., welehe auch in u liegt. In jeder durch m gelegten Ebene bestimmen 
wir die Gerade, welche von M durch die beiden in dieser Ebene befind- 
lichen Strahlen des Systems I... harmonisch getrennt ist. Man findet leicht, 
dass der Ort dieser Geraden eine Regelschaar zweiter Ordnung ist, welche 
r enthält und desshalb 2, im Punkte M berührt. Im Punkte N ist v» Tan- 
gentialebene der kegelschaar. Je zwei der auf diese Weise durch ver- 
schiedene Systeme entstandenen hegelschaaren schneiden sich ausser in m 
in einer eubischen Raumeurve g,, welche durch M und N geht und daselbst 
von «u resp. v berührt wird. Alle q, haben ausserdem die Berührungspunkte 
der beiden durch m gelegten Tangentialebenen von 2, mit einander gemein. 
Die fünf in einer Regelfläche liegenden g; bilden Bestandtheile eines 
q;-Büschels, dessen Elemente auf den Strahlen der Regelschaar projeective 
Punktreihen ausschneiden. Zu jedem Complexe gehört eine bestimmte 4; 
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des Büschels. Zwei Curven g, die zu demselben Complexe gehören, aber 
auf verschiedenen Regelschaaren liegen, können durch eine neue Regeltläche 
zweiten Grades verbunden werden. Die Strahlen derselben, welche m 
schneiden, sind die Polaren des Punktes M für Complexeurven eines und 
desselben Complexes, welche in den Ebenen des Büschels m liegen. So 
gehört zu jedem Complexe eine hegelschaar. In der Ebene v bilden die 
Polaren von M für alle Curven der in v liegenden Schaar den Strahlen- 
büschel N. Die zur Geraden m dieses Büschels gehörende Curve der 
Schaar berührt m in M. Zu dem diese Curve enthaltenden Complexe ge- 
hört eine Regelfläche, für welche sich eine Gerade der einen Schaar mit 
einer Geraden der anderen in m vereinigt und welche in M und X von den 
Ebenen « resp. v» berührt wird. Die Regeltläche muss desshalb aus zwei 
Ebenen bestehen und wird von jeder durch m gehenden Ebene nur in m 
geschnitten. Aus diesem Grunde ist die Gerade m die Polare des Punktes 
M für alle Complexcurven eines und desselben Complexes, welche in den 
Ebenen des Büschels m liegen. Alle diese Complexeurven berühren m in 
M; m selbst gehört als singuläre Linie dem Complexe an. 

Die Curven der Schaar in einer beliebigen Ebene u des Raumes hüllen 
die Schnitteurve von u und der Brennfläche <b, ein. Durch einen Punkt dieser 
Curve geht nur ein Kegelschnitt der Schaar, welcher $b, ausserdem noch 
dreimal berührt. Zwei Berührungspunkte eines Kegelschnittes der Schaar 
mit D, sind durch eine Tangente der Cayleyschen Curve verbunden. Ist m 
eine singuläre Linie und M ihr Berührungspunkt mit $b,, so tangiren alle 
Curven des Complexes, welche in den Ebenen des Büschels m liegen. die Ge- 
rade m in M. 


$5. 

21. In Bezug auf eine Gerade / ordnen sich die sämmtlichen Kegel- 
schnitte solcher Schaaren, welche in durch / gelegten Ebenen sich befinden, 
und die Kegel solcher Schaaren, deren Spitzen auf 2 liegen, zu Quadrupeln 
an. Je vier Kegelschnitte der in einer Ebene liegenden Schaar, welche #, 
in den vier Durehschnitten von / mit 2, berühren, bilden ein solches Qua- 
drupel. Je vier Kegel einer Schaar, welche von den vier dureh / an #, 


gelegten Taangentialebenen berührt werden, bilden ein Quadrupel. Beide 

Quadrupelanordnungen können auf den Kegelschnitt 0° in der Ebene x über- 

tragen werden und zeigen dort dieselbe Quadrupelanordnung. Die drei 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 3. 29 
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dadurch auf o° bestimmten Involutionen haben die Ecken eines Polardrei- 
ecks von o' zu Involutionscentren. 

22. Die Gerade /! wird von vier Curven der in einer Ebene u des 
Büschels / befindlichen Schaar berührt. Die zu diesen Curven gehörenden 
Punkte auf 0° sind die Schnittpunkte von 0’ mit der auf die Ebene ı 
übertragenen Polokonika von !*). Die vier Curven der Schaar in «, welche 
P, in den Schnittpunkten mit 7 berühren, haben auf 0° entsprechende 
Punkte, in welehen die gemeinschaftlichen Tangenten der Polokonika und 
o letztere Curve berühren. Die letzten vier Punkte bilden eines der auf 


° (in 21) bestimmten Quadrupel, wesshalb die ersten vier Punkte auch 


ein solches Quadrupel bilden. Die projecetive Relation der vier gemein- 
samen Tangenten der Polokonika von / und o ist auf der Polokonika 
gleich der projeetiven Relation der vier Schnittpunkte von /! mit $,. Bei 
der Drehung der Ebene « um / bleibt diese projeetive Relation ungeändert, 
und desshalb beschreiben die auf 7 übertragenen Polokoniken von / einen 
Uurvenbüschel, dessen Grundpunkte auf 0’ liegen. Vier Curven einer 
Schaar, deren Ebene beliebig durch / gelegt ist, berühren 7 und haben auf 
o stets dieselben entsprechenden Punkte. 

Ist ein Punkt von 0’ und dadurch ein Complex von Curven bestimmt, 
so ist jede Tangente I! einer Complexcurve Tangente für alle solche Complex- 
curven, welche in durch I gelegten Ebenen sich befinden. 

23. Im analoger Weise können die Betrachtungen von (22) für 
die Complexkegel, deren Spitzen auf / liegen, ausgeführt werden. Die 
Polokonika von ! für ein Netz eines Bündels, dessen Mittelpunkt auf / 
liegt, ist ein Ebenenbüschel zweiter Ordnung, welcher auf die Ebene 7 von 
o als Kegelschnitt übertragen wird. Die Polokonika geht dann durch die- 
selben vier Grundpunkte des in (22) genannten Büschels. Man bemerke 
nämlich, dass die vier durch ! an &, gelegten Tangentialebenen dieselbe 
projective Relation zeigen, wie die vier Durchschnittspunkte von / mit #, 
Die einer Schaar angehörenden vier Kegel, deren Spitze ein beliebiger 
Punkt von / ist und welche / enthalten, haben auf 0’ stets dieselben vier 
entsprechenden Punkte. Ist ein Punkt auf 0° und dadurch ein Complex von 
Kegelflächen bestimmt, so wird ein Strahl | eines Complexkegels auf allen 
Complexkegeln liegen, deren Spitzen in I sich befinden. Hierdurch ist er- 


*) Vol. Geiser a.a.O. und Durege, Curven dritter Ordnung. 
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rei- wiesen, dass alle Complexcurven und Complexkegel, welche einem Punkte von 
o' entsprechen, die Complexcurven resp. Complexkegel eines Liniencomplexes 


les zweiten Grades sind. 

len 24. Durch ! sei eine beliebige Ebene « gelegt und in derselben 
 T die zu Z gehörende Curve 4, (nach $ 2, 10) construirt. Ebenso sei für 
:he einen beliebigen Punkt P von / der zu / gehörende Ebenenbüschel Z, (nach 
1de $ 2, 11) dargestellt. 4, und Z, sind dureh Vermittelung von 0° projeetiv auf 
ind einander bezogen. Zehn Punkte von 4, liegen in den ihnen entsprechenden 
auf Ebenen von L,. Diese Punkte sind die vier Schnittpunkte von 4, mit / und 
ıch die sechs Punkte A, B, ... F, welche der Ebene « in Bezug auf die sechs 
In- Nullsysteme I... zugeordnet sind. Es liegt desshalb jeder Punkt von 4, 
ika auf der ihm entsprechenden Ebene von L,. Zwei Punkte P und P' auf / 
Bei | liefern zwei Ebenenbüschel Z, und L;, welche zu einander projeetiv sind. 
ert, j Die Durehschnitte entsprechender Ebenen bilden eine Regelfliäche R, achter 
Ien | Ordnung, welche alle zu / gehörenden Curven 4, in den Ebenen des 
ner Büschels / enthält. Eine Gerade / von R, ist der Ort für alle Pole von / 
auf in Bezug auf die Curven eines und desselben Complexes in den Ebenen 


des Büschels / und gleichzeitig der Durchschnitt aller Polarebenen von / 


mt, in Bezug auf die Kegel desselben Complexes, deren Spitzen auf / liegen. 
E- | Diese Gerade / ist nach Plückers Bezeichnung die Polare von ! in Bezug 
auf den Complex. Die Fläche A, kann desshalb die Polarfläche von I! ge- 
für nannt werden. 
Jie | 25. Die Polarfläche A, von / hat eine Doppelceurve fünfzehnter 
tl Ordnung D,;, welche von jeder Erzeugenden sechsmal getroffen wird. Auf 
on ! selbst befinden sich sechs Doppelpunkte von D,,, welche die Ordnungs- 
ie- | punkte der auf / bestimmten Involutionen sind. Jede durch / gelegte Ebene 
ke | enthält noch drei andere Punkte von D,.. Die Curve D,, hat ferner vier 
be | dreifache Punkte in den Berührungspunkten der durch / gelegten Tangential- 
P,. | ebenen an ?,. Die Gerade / ist eine vierfache Linie von R,. Selbstver- 
rer | ständlich hat A, auch alle reeiproken Eigenschaften. 
ier | Gehört die Linie / einem der sechs Nullsysteme I... an, so zerfällt 
on R, in eine Regelschaar zweiten und eine \tegelschaar sechsten Grades. 
en Ist / ein Strahl zweier der Nullsysteme, so redueirt sich R, auf eine Fläche 
eT- | vierter Ordnung. Gehört / zu dreien dieser Nullsysteme, so ist der Ort 


der Polaren von ! die Regelschaar zweiten Grades, welche diesen Null- 
Systemen angehört. Liegt endlich / in vier dieser Nullsysteme, so ist ihre 
29, * 
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Polare in Bezug auf alle Complexe zweiten Grades die zweite diesen vier 
Nullsystemen gemeinsame Linie *). 


8 6. 


26. Durch ! sei eine Ordnungsebene u der für den Ebenenbüschel 
! sich ergebenden Involutionen gelegt. In « befinden sich zwei Curven 
der Schaar, welche beide in zwei Schnittpunkten von / mit der Fläche &, 
letztere berühren. Zu der Ebene «u gehören zwei Ordnungspunkte M und 
N der auf / befindlichen Punktinvolutionen, welche einander in Bezug auf 
beide Curven conjugirt sind. Man betrachte den Complex, welchem eine 
dieser Uurven angehört, und construire alle Strahlen desselben, welche / 
treffen. Sie sind bestimmt durch die vier in Punktepaare zerfallenden 
Complexeurven, welche in den durch / gelegten Tangentialebenen von &, 
sich befinden. Die Verbindungsgerade jedes Paares enthält einen der beiden 
Ordnungspunkte M oder N. Die ganze Anordnung entspricht sich selbst in 
einer perspectivisch involutorischen Collineation, deren Centrum M ist, deren 
Collineationsebene aber durch die beiden in N eintreffenden Verbindungs- 
geraden von Punktepaaren geht. Mund N sind desshalb einander conjugirt 
in Bezug auf alle Complexeurven, welche in den Ebenen des Büschels 
! liegen. 

27. Ebenso folgt: Die zu MW und N gehörenden Ordnungsebenen 
« und v sind in Bezug auf alle diejenigen Complexkegel einander con- 
jugirt, deren Spitzen auf 7 liegen und welche dem in (26) betrachteten 
Complexe angehören. 

28. Wir fragen nach dem Orte der Polaren aller Geraden einer 
beliebigen Ebene « in Bezug auf einen bestimmten Complex. Gleichzeitig 
mit diesen Polaren betrachten wir die sogenannten Polaraxen von u, d.h. 
die Polaren der Ebene « in Bezug auf alle Complexkegel, deren Spitzen 
in « liegen. Für den Zusammenhang beider Liniensysteme gilt der Satz **): 

Eine Polaraxe von u, welche diese Ebene im Punkte P schneidet, 
trifft die Polaren aller Geraden des Büschels (Pu). 

In den Punkten U, Y, W, Z möge die Complexeurve %k der Ebene 
u die Fläche 2, berühren. Eine der Ordnungsebenen für die involutorischen 


oO" 


=) Vgl. Klein a.a. 0. 
**) Vgl, Plücker, Neue Geometrie des Raumes. 
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Büschel UV ist u. Es liegen desshalb alle Polaraxen von u, welche in 


Punkten von UV eintreffen, in einer zweiten bene, und da sie alle die 
Polare von UV schneiden, bilden sie in dieser zweiten Ebene einen Strahlen- 
bischel erster Ordnung. Dasselbe gilt für die Polaraxen, welche WZ 
schneiden. Beide so erhaltenen Strahlenbüschel besitzen einen gemeinsamen 
eht. 


Um die Polare / von / zu erhalten. ziehe man durch den Pol von 


- 
£) 


Strahl in der Polaraxe, welche durch den Schnitt von UV mit WZ g 
! in Bezug auf %k diejenige Gerade, welche mit / die gleichen in UV und 
WZ eintreffenden Polaraxen schneidet. 

Alle Polaren der Geraden von u bilden ein specielles Strahlensystem 
dritter Ordnung zweiter Klasse*). Der Ebene u ist in Bezug auf den 
Complex ein Pol K zugeordnet. 

29. Der Pol K der Ebene u ist, wie Plücker schon bewiesen hat. 
gleichzeitig der Pol von « in Bezug auf die Fläche P,. Betrachtet man 
nämlich eine Tangente £ der Cayleyschen Curve in u, so ist für sie « eine 
der sechs Ordnungsebenen. Die dazugehörige Ordnungsebene durch £ ist 
in Bezug auf die vier durch # gehenden Tlangentialebenen von &, bekanntlich 
die dritte Polare von « und geht desshalb durch den Pol K der Ebene « 
in Bezug auf $,. Eine Ebene u hat für alle in Betracht kommenden Complexe 
stets denselben Punkt K als Pol. 


St. 

Der allgemeine Strahleneomplex zweiten Grades lässt sich, wie Herr 
Schur**) dargelegt hat, dureh Schnitte entsprechender Elemente zweier 
reciproken Bündel linearer Complexe erzeugen. An diese Construction an- 
kniüpfend, will ich die Polarentheorie für den Complex zweiten Grades erörtern 
und dann für die oben behandelten Complexe die Schursche Erzeugungsart 
beweisen. 

30. Zwei Regelschaaren S, und S, seien als Träger zweier reci- 
proken Bündel von linearen Complexen gegeben. Zu jedem durch 8, ge- 
legten linearen Complexe gehört ein Strahlensystem ersten Grades von 8, 
und umgekehrt. Je zwei entsprechende Elemente der Bündel haben mit ein- 


*) Vgl. dieses Journal Bd. 91, 8.1, 
**) Schur, Math. Ann. Bd. 15, S. 440. 
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ander eine Regelschaar gemein. Die Gesammtheit aller Strahlen dieser 
Regelschaaren bildet den zu betrachtenden Complex zweiten Grades. 

Diese Construction wollen wir hier in indireeter Weise verwenden. 
Jede Gerade /! des Raumes bestimmt in dem Bündel S, ein Strahlensystem 
ersten Grades, welchem / angehört. Dem Strahlensysteme entspricht im 
Bündel S, ein Nullsystem. Es werde nun die Gerade /, construirt, welcher 
! in dem Nullsysteme zugewiesen ist. In analoger Weise werde 4, durel 
Vertauschung der Funetionen von S, und S, erhalten. Die drei Geraden 
/, I,, &; bestimmen eine Regelschaar, welcher sie angehören und in der wir 
den Strahl 7 construiren, welcher von / durch /, und 4, harmonisch getrennt 
ist. Wir behaupten, dass ! die Polare von l in Bezug auf den Complex 
zweiten Grades ist. In jeder durch / gelegten Ebene « ist eine reciproke 
Beziehung durch die Beziehung der Bündel S, und S, gegeben *. Die 
Punkte Z, und 2), welche der Ebene « in den zwei hier benutzten Null- 
systemen entsprechen, sind die beiden in der reeiproken Beziehung zu / ge- 
hörenden Punkte. Durch dieselben gehen die Geraden /, und 4. Die Linie 
! trifft « in dem Punkte Z, welcher von ! durch L, und Z, harmonisel 
getrennt ist. Nach einem von Herrn Schröter **) herrührenden Satze ist / 
der Pol von ! in Bezug auf den Kegelschnitt, welcher von allen solchen 
in « befindlichen Geraden umhüllt wird, die ihre in der reeiproken Bezie- 
hung zugeordneten Punkte enthalten. Dieser Kegelschnitt ist aber die Com- 
plexeurve in der Ebene «. Da die reciproke Betrachtung für einen be- 
liebigen Punkt von !in analoger Weise gemacht werden kann, so erkennen 
wir, dass / die Polare von /! in Bezug auf den Complex zweiten Grades ist. 

31. Wir fragen nach dem Orte der Polaren /, wenn / die Ebene 
u beschreibt. 

Da die reeiproke Beziehung in der Ebene «u bekannt ist, so haben 
wir für die Linien /, folgende Construction: /, muss durch den Punkt Z 
gehen und diejenigen Strahlen von S, schneiden, welche auch von / 


VP- 
. oO 

troffen werden. Sämmtliche Geraden /,, die zu Linien /! der Ebene u ge- 
hören, bilden ein Strahlensystem dritter Ordnung zweiter Klasse, welches 
auch die Leitschaar von S, enthält. Alle Linien /,, die in einer Geraden «, 


von « eintreffen, liegen auf einer Regelfläche dritter Ordnung, deren ein- 


*) Reye, Geometrie der Lage, Il. Theil. 
*#) Dieses Journal Bd. 77. S. 105. 
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fache Leitgerade «, ist und deren Doppelgerade dureh U; geht”). Ebenso 
bilden sämmtliche Linien 4, die zu den Geraden Z von u gehören, ein 
Strahlensystem dritter Ordnung zweiter Klasse, zu welchem die Leitschaar 
von S,; gehört. Die Linien 4, welche in einer Geraden , von u eintreffen, 
bilden eine Regelfläche dritter Ordnung, deren einfache Leitlinie z, ist und 
deren Doppelgerade durch U, geht. 

32. Die Gerade ! möge in «u den Strahlenbüschel U beschreiben. 
Dem Punkte U entsprechen zwei Punktreihen z, und «@,. welche einfache 
Leitlinien der beiden Regelflächen dritter Ordnung sind, die von den be- 
treffenden Linien 4 und R gebildet werden. Diese Regelllächen sind pro- 


jeetiv auf einander bezogen, wenn solche Strahlen /, und /, derselben als 


entsprechende angesehen werden, welche zu derselben / gehören. Beide 
egelschaaren werden von U aus durch projeetive Ebenenbüschel erster 
Ordnung projieirt, und diese erzeugen eine Kegelfläche zweiten Grades. 
Die Strahlen des Kegels treffen je zwei einander entsprechende Geraden 
/, und l. Der Kegel hat mit jeder der Flächen die Doppelgerade und die 
beiden Tangenten, welche von U an die Complexeurve in « gehen, ge- 
meinschaftlich. Er schneidet desshalb jede der beiden Flächen dritter 
Ordnung je in einem Kegelschnitte. Letztere zwei sind von einander dureh 
U und einen dritten Kegelschnitt 4 harmonisch getrennt. 4 ist projeetin 
zu dem Büschel U oder auch zu der Punktreihe w in u, welche die Pole 
der Geraden /! in Bezug auf die Complexeurve enthält. Die Verbindungs- 
geraden der entsprechenden Punkte von « und 4 sind die Polaren der 
Geraden des Büschels (Uu) in Bezug auf den Complex und bilden eine Regel- 
fläche F, dritter Ordnung, deren einfache Leitlinie u ist und deren Doppel- 
gerade durch U geht. Letztere ist die Polaraxe der Ebene u in bezug auf 
den Complexkegel, dessen Spitze U ist. 

33. In Zusammenhang mit den Polaren der Geraden 7 betrachten 
wir die Polaraxen der Ebene «. Durch jeden Punkt von u geht eine 
Polare und eine Polaraxe. Sind A und A’ zwei conjugirte Punkte in Be 
zug auf die Complexceurve, so schneidet die Polaraxe durch A die Polare 
durch A’. Es folgt hieraus, dass eine Polare und die in demselben Punkte 
von u eintreffende Polaraxe harmonisch getrennt sind dureh die Ebene « und 


®) Vgl, hier und im Folg. dieses Joumal Bd. 91. S. 1-22 
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einen festen Punkt X, den Pol von « in Bezug auf den Complex *), 
Das System der Polaren und dasjenige der Polaraxen bilden entsprechende 
Linien zweier involutorisch-collinearen Räume, für welche « die Involutions- 
ebene und K das Centrum ist. Die in einer Geraden w von u eintreffen- 
den Polaraxen liegen auf einer Fläche dritter Ordnung F;, deren einfache 
Leitlinie « und deren Doppelgerade die durch U gehende Polare ist. Je 
zwei Erzeugende von F, und F;, welche durch eonjugirte Punkte von 
gehen, treffen einander und werden von U aus durch projeetive Ebenen- 
büschel projieirt, welche eine Kegelfläche zweiten Grades erzeugen. Die 
Strahlen derselben gehen durch gemeinsame Punkte von F, und F,, welche 
auf einem Kegelschnitte og liegen. Der Kegel hat nämlich mit jeder der 
Flächen die Doppelgerade und die beiden von U an die Complexeurve 
gelegten T’angenten gemein und schneidet desshalb die Flächen in einem 
Kegelschnitte. Die Ebene von o geht durch K, und in oben genannter 
Collineation entspricht e sich selbst. 

34. Durch zwei Flächen F; oder zwei F, ist das System der 
Polaren und Polaraxen vollständig bestimmt. Die durch einen Punkt U 
von « gehende Polare schneidet dieselben Geraden der Flächen F3 wie 
a, und die durch U gehende Polaraxe trifft dieselben Geraden der Flächen 
F, wie «. Wir werden nun zeigen, dass zur Construction zweier Flächen 
F, an Stelle zweier Flächen F, eine Regelschaar zweiten Grades %, treten 
kann. Diese beiden F, gehören dann zu einem speciellen Strahlensysteme 
dritter Ordnung zweiter Klasse, aus welchem das System der Polaraxen 
entspringt. Letzteres ist desshalb ebenfalls ein specielles Strahlensystem 
dritter Ordnung zweiter Klasse, zu welchem die hegelschaar von 9, gehört. 
Das System der Polaren ist aber das zuerst genannte Strahlensystem. 

Durch die in U einmündende Polare Ü von / legen wir eine be- 
liebige Ebene, welche ausser einer die Gerade / schneidenden Polaraxe 
eine zweite Polaraxe g, enthält. Beide treffen einander auf dem Kegel- 
schnitte ge. Eine Fläche zweiten Grades 9, möge bestimmt werden dureh 
o, die Gerade g, und die durch U gehende Polaraxe /. K ist der Pol der 
Ebene u in Bezug auf g,, welche desshalb auch die Polare g’ enthält, 
die von g, auf « in @ getroffen wird. Legt man bei der Construction eines 
Strahlensystemes dritter Ordnung zweiter Klasse & die Regelschaar von %: 


*) Plücker, a. a. 0. 
































Stahl, synthetische Construction der Complexe zweiten Grades. 233 


zu Grunde, zu welcher g, und /, gehören, und zwar der Art, dass der dureh 


de einen Punkt N von u gehende Strahl des Systemes dieselben Geraden der 
D8S- | Regelschaar trifft wie die Linie », welche die Polare von N bezüglich der 
en- Complexcurve ist; so erkennt man, dass die durch « gehende Fläche F, 
‚he der Polaren zu F gehört. Eine zweite zu I „gehörende F, der Polaren 
Je 


findet man in den Strahlen, welche die Gerade GU treffen. In der That 


ist die in dieser Geraden eintreffende Fläche von E dritter Ordnung und 
er hat mit der F, der Polaren die Leitgeraden und fünf Erzeugende gemein- 
die schaftliceh. Diese sind die Linien g’ und 7, die Gerade durch den Sehnitt 
Be von GU mit « und endlich die beiden durch U an die Complexeurve in 
“ u gelegten Tangenten. Obige beide Flächen sind daher identisch. 
zu Die Polaraxen von u sowie die Polaren aller Geraden von u in Be- 
ker zug auf einen Complex zweiten Grades bilden specielle Strahlensysteme dritter 

Ordnung zweiter Klasse. Beide Systeme umhüllen dieselbe Brennfläche, welche 
ler in der Complezcurve der Ebene u eine Cuspidalkante besitzt. Die reciproke 
U Beziehung der Bündel S, und S, ist durch ein System von Polaren der Ge- 
vie raden einer Ebene u vollständig bestimmt und demnach, wenn der erste Comple.r 
om sich ergeben soll, nur auf eine Art möglich 
[en | 39. Die Polaraxen der Ebenen eines Büschels in Bezug auf die 
en | Complexkegel, deren Spitzen auf dem Träger / des Büschels liegen, bilden 
me ein Strahlensystem erster Ordnung und Klasse, dessen Axen die Linie / und 
en deren Polare 7 sind. Für jede Ebene des Büschels findet sich eine Regel- 
em fläche dritter Ordnung. Alle diese Flächen bilden einen Büschel, denn sie 
rt. ; haben die einfache und zweifache Leitlinie und ausserdem die vier Strahlen 

mit einander gemein, in welchen sich irgend zwei der Flächen schneiden. 
)e- Einer dieser vier Strahlen ist nämlich die Polaraxe zweier verschiedenen 
xe libenen in Bezug auf denselben Complexkegel, welcher desshalb in zwei 
o]- Ebenen zerfällt, deren Schnittgerade diese Polaraxe ist. Die Singularitäten- 
eh | fläche des Complexes ist daher von der vierten Ordnung und Klasse. 
ler 36. Eine Polaraxe der Ebene « hat als Polare in Bezug auf 
It, | den Complex eine Gerade von u. Bewegt sich eine Polare in einer Ebene. 
es so beschreibt die zu ihr gehörige Gerade ein Strahlensystem dritter Ord- 
p; | nung zweiter Klasse. Zu einer Polaren gehören aber im Allgemeinen nenn 


(reraden. 
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$ 8. 

37. Bekannt sei das zu den Geraden einer Ebene u gehörende 
Strahlensystem dritter Ordnung zweiter Klasse der Polaren, eine Regelschaar 
S, des Complexes und ferner ein beliebiger Strahl r desselben. Hiermit 
ist der Complex bestimmt, weil die Complexkegel für diejenigen Punkte 
von u, in welchen die gegebenen Strahlen des Complexes eintreffen, be- 
kannt sind. Ist R der Schnitt von u mit r, so ist die Complexeurve in 
jeder durch R gelegten Ebene eonstruirbar. 

Es soll die Aufgabe gelöst werden, durch r eine hegelschaar 8, zu 
legen, welche der Träger eines Bündels linearer Complexe ist, der, mit S, 
in reeiproke Beziehung gesetzt, den Complex zweiten Grades erzeugt. Wir 
suchen zu den Geraden ! des Büschels (AR, u) die zugehörigen Linien /. 
Kine Gerade / trifft zwei Strahlen von S,, welche auch von 4, geschnitten 
werden. Der Strahl /, schneidet r. Da /, Z, T, I, vier harmonische Strah- 
len sind, so muss Ö, von der Geraden » geschnitten werden, welche von 
r dureh 2 und 7 harmonisch getrennt ist. Die Gerade » gehört dem Uom- 
plexkegel R an und liegt mit r und / in einer Ebene. Desshalb ist 4, auf 
eine Regelschaar beschränkt, von welcher drei Leitgeraden bekannt sind 
und zu welcher 7 gehört. 4, muss in einer bestimmten Geraden s, auf « 
eintreffen, welche dieselben Geraden der Leitschaar von S, wie » schneidet. 
Beschreibt / den Büschel (R, «), so bewegt sich » auf dem Complexkegel 
R. und s, beschreibt nach einem bekannten Satze einen Strahlenbischel 
zweiter Ordnung %. (R, u) und k sind zu einander projeetiv und erzeugen 
(dureh die Schnitte entsprechender Strahlen eine Tangente # von A. 

Da die Punkte, in welchen alle zu dem Büschel (R, «) gehörenden 
/, die Ebene u schneiden, auf einer geraden Linie liegen müssen, welche 
projeetiv ist zu (R, u), so kann diese Gerade nur eine Tangente von %k sein. 
(reift man eine beliebige r, (nicht Ef) dieser Tangenten heraus, so sind für 
die reeiproke Beziehung in « gegeben: Die Tangenten der Complexeurve., 
welche durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen, sowie die projeetive 
Beziehung zwischen dem Strahlenbüschel AR und der demselben zugewiesenen 
Punktreihe r,. Hiermit ist die reeiproke Beziehung in « bestimmt, und folg- 


lich sind auch die Systeme aller Linien 4, und /, bekannt. Durch das 


System der Geraden /, ist nun auch S, gegeben. 
Um S, zu eonstruiren, können wir auch folgenden Weg einschlagen: 
Zu einer Tangente g, von % gehört in der reeiproken Beziehung der Ebene 











nde 
jaar 
"mit 
kte 
be- 


ın 


ZU 
Ss 
N ir 


ten 
ah- 
ON 
1- 
auf 
ine 
u 
let. 

re] 

el 


en 


en 
he 








Stahl, synthetische Construction der Complexe zweiten Grades. 335 


u ein Punkt @. Die Gerade GR liegt mit r und demjenigen Strahle » des 
Complexkegels R in einer Ebene, welcher mit g, zu demselben dureh 8, 
gelegten Strahlensysteme erster Ordnung gehört. Dieses Strahlensystem hat 
mit dem Complexe ausser S, eine zweite Regelschaar @, welche » enthält. 
gemeinsam. Ein linearer Complex, welcher durch @ geht und in welchem 
der Ebene « der Punkt @ entspricht, muss die gesuchte Regelschaar 8, 
enthalten. Weil nun G, » und r in einer Ebene liegen, gehört r diesem 
linearen Complexe an. Drei beliebige Tangenten g, von k bestimmen drei 
lineare Complexe, deren gemeinschaftliche Regelschaar 8, ist. 

38. Hat man auf diese Weise die Regelschaar S, eonstruirt, so ist 
leicht ersichtlich, dass unter Zugrundelegung der in # angenommenen reei- 
proken Beziehung, welche die Beziehung von S, und S, bestimmt, der ge- 
sebene Complex entsteht. Ferner ist im Obigen nachgewiesen, dass ein 
Complex zweiten Grades stets bestimmbar ist, sobald von ihm gegeben sind: 
Eine beliebige Regelschaar zweiten Grades, ein Strahl, welcher derselben nicht 
angehört und das Polarsystem der Geraden einer Ebene. 

39. Durch einen Strahl r des Complexes lassen sich einfach unend- 
lich viele egelschaaren 8, legen, die zu einer $, gehören. Es giebt dess- 
halb zu einer S, des Complexes dreifach unendlich viele Flächen S,. Mit den 
hier gegebenen Hülfsmitteln beweist man terner, dass alle S,, welche durch 
einen Strahl r gehen, in einem linearen Complere liegen, und dass zwei be- 
liebige 8, Leitstrahlen eines Nullsystems sind. Um von einer 8, ausgehend 
alle übrigen S, zu construiren, lege man durch die gegebene 8, alle möy- 
lichen linearen Complexe, welche mit dem Uomplexe zweiten Grades Üon- 
gruenzen bestimmen. In jeder derselben gieht es eine Gruppe von Regel- 
schaaren zweiten Grades, zu welcher die gegebene 8, gehört. Alle Kegel- 
schaaren derselben Gruppe sind ebenfalls Flächen 8. 

40. Durch Angabe einer Kegelschaar 8, des Complexes sind zwei 
dreifach unendlich grosse Gruppen von Regelschaaren S, und 8, bestimmt. 
Jede S, kann mit jeder S, den gegebenen Complex erzeugen *): die reeiproke 
beziehung zwischen den Bündeln S, und S, ist aber nur auf eine Weise mög- 
lich. Die vierfach unendlich vielen Regelschaaren des Complexes bilden eine 


einfach unendliche Schaar solcher Doppelgruppen. 


*) Vergl. Schur a. a. 0. 
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41. Die in dem ersten Theile dieser Arbeit gegebene Construction 
des Complexes führt nun auch auf die Erzeugung desselben durch reci- 
proke Bündel linearer Complexe. Man hat zu diesem Zwecke nur die 
Existenz einer Regelschaar zweiten Grades in dem CUomplexe zu beweisen. 


Eine singuläre Gerade enthält die Mittelpunkte von vier Strahlenbüscheln 
erster Ordnung, welche dem Complexe angehören und die singuläre Gerade 
enthalten. Man wähle zwei dieser Strahlenbüschel aus, welche in ver- 
schiedenen Ebenen liegen und verschiedene Mittelpunkte haben. Sie ersetzen 
eine Regelschaar S.. 


Aachen, im Februar 1882. 























Ueber zwei Schaaren sphärischer Curven, deren 
Pr Coordinaten elliptische Funetionen sind. 


sen 
(Von Herrn R. von Lilienthal.) 


Es sollen im Folgenden zwei Schaaren von Raumeurven aufgestellt 
werden, deren Coordinaten elliptische Funetionen sind, und welche folgende 
Eigenschaften haben: 

1. Es lassen sich sämmtliche Constante, die in den Ausdrücken 
für die Coordinaten vorkommen, bis auf eine, die nebst dem Modul beliebig 
bleibt, so bestimmen, dass die betreffende Curve auf einer Kugel liegt. 

2. Das Integral, welches die Bogenlänge der Curve darstellt, ist 
ein elliptisches Integral erster Art, vermehrt um die Differenz zweier ellip- 
tischen Integrale dritter Art. 

3. Bei der zweiten Schaar der betrachteten Curven lässt sich die 
noch beliebige Constante so bestimmen, dass das Bogenintegral ein ellip- 
tisches erster Art wird. 

4. Integrirt man die Funetionen, welche die Coordinaten der be- 
trachteten Curven darstellen, so erhält man zwei Schaaren transcendenter 
Curven, deren Bogenlänge ein elliptisches Integral erster Art ist. Dabei 
liegen die Integraleurven der zweiten Schaar auf algebraischen Cylindern. 

d. Die Integraleurven derjenigen Curven der zweiten Schaar, deren 
Bogenlänge ein elliptisches Integral erster Art ist, sind Asymptotenlinien 
von Minimalflächen, auf welehen eine Schaar algebraischer CGurven liegt. 


sl. 
Erste Schaar sphärischer Curver 
Die primitiven Perioden 2» und 20’ der zu betrachtenden elliptischen 
unetionen mögen so gewählt werden, dass 2» reell, 20’ rein imaginär 
ist. Wir setzen: 
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a, 
d,; = 


so dass @, a, zu a,, a, conjugirt sind. 
Ks sei ferner: 


2v — = 


1) / \ “ „(?v—3) /, \1o, (2v -5)/ 
1) (w—-4a,)t4ip "(u —a,) tip” "(a —a,)+t 


n ! . Ö \ 
-+4,.9 wa) —h,-, z (u—a,) = w(u-a,), 


worin die Constanten 2, A, ... 4,_, reelle Grössen sein sollen. 
Wir setzen jetzt: 
z = icose yam—a)— va—a)+w(au—a,)— w(u—a,)|, 
y = isine w@a—a,)— va—a)—- va—a,)+w(u—a,)!, 
;_ = v(a—a)+Wwa—a)— y(au—a,)— w(u— a,). 
oder zur Abkürzung: 
‚cos Iw(a—a)+ f(W) 
:cose iv(a—a;)+ fi“). 
isine wa—a)+Yy (u) 
= —isno vy(a—a)+Y (a), 
ss = w(u-—-a)+% (u) 
— 'v(a—a,)+ %(a)). 
Die Ausdrücke für x, y, 3 sind für reelle Werthe von # reell. Für „= a, 
verschwinden die geraden Ableitungen von f(u), pw), zu), für v= a, die- 
jenigen von fi (a), 9, (a), X (%). 
Wir stellen jetzt die Entwiekelungen von x für die Umgebung der 
Stellen a, und a, auf. 
Ks wird: 


. | (a) aM! nd 
— COSA - - „er. . R 
(u—a,)” er (u -4,) £ | (u—a, )' a u—d, 


— 4a, )” 1 
2v—1)! 


re aa aan a  (u—a,)’ in (u 
+fla)+f(a) (U PR a,) f“a,) 3! a = f (a) ( 


+ lei” Ira." Pte +4, ce, (u —q,) 


ı ImQr- 4 n(2v 3) ı 13 —1 3 | 
+ [er DL A. +, + at]. 











: 6, 


lie- 


der 
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Ebenso: 
i — (2v)! — A(2y— 2)! Be TE a 
zz = icosa | Le 1 r - vp 2 Bee - — 4 | 
L(u—a,)'’! (u—a,)” (u—q,) u—d 
/ SE. \ ri (u—a, )»-! 
+ fı(a;) + fı(a;) U—-G)+ fi” ’(q; Fan 1)! 
et 


? 2 2y —)3 7 \ 
+ PIE +. +4, 20a —a; 


we 
MM 
e.d 


) . ) f . ! r . N z . 
a” 1 cl” u OR u ,Cz 1 I, ı C3 1 Coon a;)" BEN 


Hier ist 


—(2u)! 
?u—1 x ( P): | ?u—1 et 3 
g e (u) zu wer I e\ Try C u } 


sesetzt. Aehnliche Entwickelungen erhält man für y und z. Man hat nun: 


Er a 
f(a,) = fı (a) =), 

f DA f I); ' 
oa)=—-Y(la)= —2, ın, 
(a) =— Xı(a) = 24,_ın. 


Setzt man daher: e=z,, y+2i4,_,Sine.n =y,. 3-24, ,n= 2, so kommt 


in den Entwickelungen von x,, Yı. 2%, kein eonstantes Glied mehr vor. Be- 
zeichnet «u eine ganze positive ungerade Zahl, so ist ferner: 


(u)f _— fi) Se (u)/ = (u)/ Sl (u) 
fa) = fi" a); 4 "pi \9), ZU) = \G;). 


Hieraus folgt, dass die Coeffieienten in der Entwiekelung von x, nach 
Potenzen von (@«—a,) dieselben sind, wie die Coetficienten der Entwiekelung 
von x, nach Potenzen von (u—a,), dass aber die Coeffieienten der ent 
sprechenden Entwiekelungen von y, und z, entgegengesetzt sind. Diese 
Coefficienten sind in den Entwiekelungen von x, und y, rein imaginär, in 
denen von z, reell. Daraus ergiebt sich, dass die Coeffieienten der Ent- 
wickelungen von x, 9, 2; für die Umgebungen jeder der vier Unendlich 
keitsstellen dieselben sind. Das Gleiche gilt von den Entwiekelungen de: 


Ausdrücke pe Ber, U), Fe er 


du / du du ) 
Wir setzen jetzt: 
a+yı+2 = r, 
sowie 


cos af") (a,)+sin’e.p) (a )— za Zcosaf) (a,). 


Man hat dann in der 





Umgebung von a;: 
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ur 
(Av)! Ecos’af'(a,) Zcos’af (a) + (2v—2)!ALcos’ ” '(a,) 
ro 2\ . a RE 
(u—a, )” ae F 
En 
+9 2v.2cos’afl? a, 24 +(2v—2)22 cos’ apa v3)(a, RR .+2l, 28cos’af'(a,) 
E (u—a,)' 
Nimmt man nun: 
Zcosaf(a,) = 0, 
Zcoseof" (a,) = (, 


Zomaf” ”’(a)= 0, 





so erhält man » Gleichungen, welche die Grössen 4, A. ... 4,_, linear 


enthalten. Es lassen sich daher diese Grössen stets so bestimmen, dass r 


keine Unendlichkeitsstellen mehr besitzt und folglich constant ist. 
Multiplieirt man die letzten Gleichungen mit —1 und setzt: 
HI wW—- Hk +w) -sina(ky"wm— HP (w+w)) = a", 
so nehmen sie die übersichtlichere Form an: 
nr) Lin Ph. +ln +4, _ — (\), 


aA LAN ++, +4,_,n” = 0, 


2 


aA L AN PPL.. +4, nr + 2 _,n 9 = (0. 














Um den Radius der Kugel zu berechnen, auf der die betrachtete Curve 


liegt, hat man «= 0 in x, Yı, 5, Zu setzen. Man erhält: 
ee 


va A NEE, 
fe ai )- r er eier. 

du = 2er DE) Hr (Ze) 
+ilger® rn (e(® nu di )+p( Gh 


| £ Er Ar yo. 2 


> 


I 
PB GEBR 


Es wird daher: 


r = (’-sin’e.P.. 
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$2. 


Die zweite Schaar sphärischer Curven. 


Wir setzen wie oben: 


a [77 w' 6) (v' 
ur iu Se u >. 
a [77 4 W' a (ı) w' 
BT 2 a 2 


Es sei ferner: 
Hr (u—a,)+4 pP lu—a,)++4,_.9"w-a,)+4,_,p(u—a,) = v(u—a,), 
sowie: 
z = cosa iy(u-a)+w(a—a)+y(a—-a)+w(u—a,), 
= sine |y(a—a)+yw(u-a)— w(u—-a)—v(u—a,)|, 
;_ = i iv(a—-a)—-vwau—a)— vw(ua—a,)+w(u—a,)|, 
so dass x, y, 3 für reelle Werthe von « reell sind. 
Wir setzen zur Abkürzung: 


z = cosaly(a—a)+ f (u) 
= cosaly(a—a;)+ fı(u)). 
y= Sine(lw(a—a,)-+Y (u)) 
= —sine(vy(a—a;,)+Y,()), 
;.= i(w(u—a,)-+ x (w) 


= —i(y(u—a;) + %,(W)). 
Hier verschwinden für «=a, die ungeraden Ableitungen von f, 9. 2. für 
“= a, diejenigen von fi, ı, Zı- 
Wir nehmen, indem wir unter a eine einstweilen beliebige Uonstante 
verstehen, 
z—-ac8a=z, Y=-yı, 3=2.. 
Man hat dann für die Umgebung von a;: 
(@v+1)! A(l2v—1)! j A A,_2.8! Br 


(u—a,)’’t? (u— a, )” tt Qu—a )* 4 way 
———— 2 Be \2; 
+f(a,) —a+f"(a,) (u n! 4 2 . fl” (a,) (u d,, 


(2v)! 
> + G + 2 + de h, -2 c, 


. 2 R 2y—_2 > 2 ' N 2 | 
+++ +, +, 20) at], 
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sowie für die Umgebung von a;: 


a (2v-+1)! ac unit A,_.2.3! E 
x = cosa|.,, aprt aa pP u. yet jr 
+fi (a,)—a+fı (a 3) - Be a ee -+fi”’(a 3) Er ua 


LEN L A Pr... + 2 
2% „(v2 " | 2 
+ (NHL P+. +4,05 +4,_,0) Ua) + |. 


Hier ist: 
(Zu+1)! 


u?ut? 


ger) ua = + er) 1 I + ... 


gesetzt. Aehnliche Entwickelungen erhält man für y, und z.. 
Bezeichnet man mit Ak eine gerade, positive Zahl, einschliesslich der 
Null, so ist: 


f®(a)=fi”(a), Pla) = y”la,), X” (a) = x” (a). 


Hieraus folgt, dass die Coefficienten der Entwickelung von x, nach 
Potenzen von (w—a,) dieselben sind, wie diejenigen in der Entwickelung 
von x, nach Potenzen von («—a,), dass aber die Coeffieienten in den 
entsprechenden Entwickelungen von y,, 3, entgegengesetzt sind. Diese 
Coeffieienten sind in den Reihen für x, und y, reell, in den Reihen für z, 
rein imaginär; daher sind die Coeffieienten der Entwickelungen von «;, yı, 3 
für die Umgebung jeder der vier Unendlichkeitsstellen dieselben; das Gleiche 


1 y - . d d 
gilt von den Entwickelungen der Ausdrücke 37. =), (= ). 


Wir nehmen jetzt: 


7 


2 2 2 2 
a tyır23 = r, 


sowie 
cos af) (a) +sinap)(a)— x (a) = Zcosaf) (a,). 
Dann wird in der Umgebung von a;: 
Ei 5 2 Br er | 
— wie. > una? RER: En 
+1 ! 
as ” - Fcos’af'(a,)+(2v—1)!2|Fcos’ PR aCo8 Ra 
+3 ee ESSEN! 


(ua ” 


+ 


„er cos’ apa (a Jral2» 1Ec0s° afer-a, )t+A,.1ı)8cos’afla,)-acos’e| 
(u—a,)’ 


den, 
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Setzt man daher: 
(1.) Zcoseafla)—-acoseo = (, 


(2) Zcosef'(a) = (0, 


+1) Zcosaft”(a) = 0, 
so geht r* in eine Constante über. 

Aus der Gleichung (1.) erhält man den Werth von «a, die Glei- 
chungen (2.), ... +1.) enthalten die » Grössen 4, ... A,_, linear und 
sind stets durch reelle Werthe dieser zu befriedigen. 

Es wird: 


f N AN\ AN\ „. 2 / f t \ 
m er )+vw(o )—sin a\wı Wr @ ) -w(o) 


cos’ @ 
er u 
+ — ()' (o+w)+wlo')—sin’a(wlo-+w)+ Wwlw)) ı° 
r = 4co8? a | w( üb )+w(® ER. BeITT ud | BERITTER N, 
2 2 7 cos’ a ) 
Setzt man noch: 
‚h Hr la) + pH" w- sin’ (Pl +o)+H"w) = a, 
Fu . . , . Me a . a 
“ so nehmen die Gleichungen (2.), ... (v+1.) die übersichtlichere Form an: 
1 | 
nd LAIEN +... + .,n® +4_,nN = (, 
se 
. aD LAN HdL.. +2 .,n® +%,_,n9 = 0 
3, | | 
i a) Lin IL... +4, nd), _, nn) = 0 


$ 3. 
Die Bogenlänge der betrachteten Curven. 
Wir betrachten zuerst das Bogenelement bei der ersten Schaar. 
Es sei: 


, Y2 Iy \ da, \ ds \° 
Dura uenEre>, 
Man erhält dann als Entwiekelung für die Umgebung von a;: 
€: )  —2.(2v +1)2cos’afl””t)(a,) 
du/ (u—a )’ e: 


. . \ 2» \ . f ds 
Da, wie oben bemerkt, die Coeffieienten der Entwickelungen von \ 


du 
nach Potenzen von (u—a,). (u—a,), (u—a;), (u—a,) dieselben sind, so er- 
hält man, wenn: 

31” 
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—2.(2v +1) Ecos’a f"”+'(a,) 
gesetzt wird, 


(5 ) = U pw a) +plu— a) +pla—a;)+p(u—a,)|+ const. 


du 
Für «= 0 wird: 


dx 


; 1 
2 = 21.0080 Iv (a)— (a;)}, Yı dz 


du 0, du 0, 


Pla)+p(a)+p(a)+p(a)=2 (p ur )+ @) (7) — 4e,. 


Daher 





const. = —4eos’a \w (a)— w (a) —4C e,. 


> 


Es ist aber: 


o(u-2 + )+pl0-2-S)+rplu+ 2 -Z)rpla+ + )-4e) 


2w, dw’ 


o’(u) 
e, —E ) e&, — e ) 
( ” J( 5 3, 0, (u) w,0? 


wo die angehängten 2», 20 und ®, w' die primitiven Perioden des be- 
treffenden Klammerausdrucks sind. Wir können demnach schreiben: 


ds C 0 (u . 
( du ) = C.\(e: a e.)(e: Be e;). I w,w’ = 4c08 & |y (a,) pw Y (a,)} . 


Die Grösse C kann hierbei nicht verschwinden. Es ist nämlich: 
C= 4a +1) +9... +4, nn HD 2,0”) 
< h ' 4 ' 2 v_? nn 
42r +1) pw Hl +) +40 HET H+oN)) +: 
+4, (pw - 9") (w+w")) 
sin’ a (pm Hk Ha) HI — HT (+ o))+:-- 
(?v) (?v) N\ı 
+4, (wm —- Ho (w-+w"))}) 
Die Ausdrücke 9" w— H9" (+) und 9® w— 9® (w+ ©") haben aber unter 
der über 2» und 2» gemachten Voraussetzung stets entgegengesetzte Vor- 
zeichen. Man würde daher, wenn C=0, für sin’« einen negativen Wertl 
erhalten, somit kann Ü nieht verschwinden. 
Wir machen die entsprechenden Entwickelungen für die zweite Schaar. 


fe d 
N = ) + = ) + du ) = = 1) 


Ks wird dann in der Umgebung von a;: 


e- ) _  —U2v+2)Scos’aftt?)(a,) 
du/ (u—a,)’ 


Ks sei wieder: 
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ınd wenn wir: 


— 22, +2) Ec0o#af (a) = C 
setzen: 
( 2) - Clp(a—a,)+ (u—4;) +9(au—a,)+ (9 (u —a,))-+ Const. 
Fir «= 0 wird: 
dx 
-.=(, 
du 
dy, i \ ,fw+w' 0—W' \) 
—  —_ — 2sin«a w( ) Frl ) 
du 2 7 2 | 2 /y 
dz, n.$ ,,fw-+w' — w' 
— oo. Zi ( )-v (#3 
du Y 2 | ) 
Wir erhalten daher: 
’ ds ) r o’(u)) a A,’ (wo! \) 
= (Üi(e,—e)(&,—e -4sin’a jw ) 72 
\ du . ı)\@ 0’ (u))o,w an 2 2 | 2 ’) 
\ ,(o—w'\ ‚fo+o\ı 
—4 ‚u ( 7, | > x 


Bei dieser Schaar lässt sich sin’« als Function des Moduls z so bestimmen 
dass C Null wird, und man s als ein elliptisches Integral erster Art erhält. 
Dabei muss <z zwischen zwei bestimmten Grenzen liegen. Wählt man den 
Modul so, dass sin’«=1 wird, so erhält man die Schaar der Serretschen 
ebenen Curven, deren Bogenlänge ein elliptisches Integral erster Art ist. 

Lässt man sin’« unbestimmt, so kann man für beide Schaaren der 
sphärischen Curven, da: 


o(u) _ ! 
o,(w)  M— ” 
schreiben: 
( ds % _, .M-a 
du/ Tu °’ 


wo 9 die primitiven Perioden ® und ®' hat. und a@ eine von e..e.e. ver- 
schiedene Grösse ist. 
Daher wird: 
You—a 
m Fe, / - du + Gonst. 


V VU— e, 
Setzt man: 


e.—a en 
au=t—— 3 T=4(t -e)t—8)(t —: 
le, — a di | 
6, T,= 4-8) u 8)(—e 
- 2e —a—e, 2e, —a—e e,+?2a 
Pu Pen | u 
| 2 


Y 
vo 
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so wird: 

Ye he | (YTHVT, 
zu VT, J —L, 
d.h. s ist ein elliptisches Integral erster Art, vermehrt um die Differenz 
zweier elliptischen Integrale dritter Art. 


/ 
s = Ye.ua+ 


vT—VT 
du F- . 11, __ du | - Gonst. . 


$ 4. 

Integrirt man die Functionen, welche die Coordinaten unserer sphä- 
rischen Curven darstellen, so erhält man zwei Schaaren transcendenter Curven. 
deren Bogenlänge ein elliptisches Integral erster Art ist. Der Modul % ist 
dabei völlig beliebig und kann alle Werthe von Null bis Eins annehmen. 

Die Integrale / y. du und / 3, du stellen bei der zweiten Schaar ellip- 


tische Funetionen dar, während in EZ du ausser einer solchen noch ein 
elliptisches Integral erster und zweiter Art auftritt. Die Integraleurven der 
zweiten Schaar liegen daher auf algebraischen Cylindern, deren Erzeugende 
parallel der &- Achse ist. 

Die Integraleurven beider Schaaren enthalten den willkürlichen 
Parameter «. Betrachtet man daher die Ausdrücke für die Coordinaten 
als Funetionen der beiden unbeschränkt Veränderlichen & und , so stellen 
sie eine transcendente Fläche dar. Es bedeutet dann a die Bogenlänge 
der Curven @« = const. Die Curven «= const. sind algebraisch und liegen 
im Fall »=0 in Ebenen parallel der x y-Ebene. 

Es sollen an dieser Stelle die beiden ersten Curven der sphärischen 
Schaaren, sowie die erste Integraleurve der zweiten Schaar aufgestellt werden. 

Setzt man in den Ausdrücken für die Coordinaten der ersten Schaaı 
v=(, so wird: 


' 


'Dy 0 / 7) ao 
x icose) (u — )— U— a )+ 
0 7 2 \ 2 2 1) 
isina)° + un E (u = 
ß S f; — 
0 2 


2/ 0 


+2)+70-3 
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T'ransformirt man zu den primitiven Perioden » und w', so wird: 





olu e u 0,6, 
TC —= 6080 Y(e— $, ) (&—e;)*- DD COS a ’(e,—e,) 
0,(u) You—e 
lenz Be 
. er . - uU—6, 
y=- sina Ye—e, ‚ww — sina Ve,—e;- ’p 
0,(u u) You—e, 
—— u — Ypu—e, 
3 = V&o— ( u — Ve, „6; - 
„ o,(u) VYpu—e, 
phä- . . 
on Die Curve ist der Durchschnitt der Kugel: 
ist z+y+2 = 8—e&—sin’a(e&— e) 
N. mit den drei Oylindern zweiten Grades: 
llip- y’ IE A =" En | y” a: „? 
sin’@(e —e,) cos’a(e, —e,) ’ sin’a(e. —e) e-—e, 
ein 2. . 
. — + — =], 
deı cos’a(e,—e,) e,—e, 
‚nde Setzt man in den Ausdrücken, welche die Coordinaten der Curven der 
zweiten Schaar darstellen, » =0, so wi: 
"hen “ ( SH (u- @ en ( 6 ww ) 
llen sina \ ( 177} AN 8) ' ( () Bi; En 1777 w' ) ( m wo ) 
== A U — -J\ U—- Er Pi er u u ‘ - “3 . 
nge | J 5 2 2 s 2 s 2 2 3 2 2 
ven | . ( oo , w ( 7) . 0 wWN, ( oo, oN\) 
te) — / an m m # un — —- -t “ 4 + . 
| 3 Plug tyg)-pla-3-3)-Pletrz-g)tPl&tzty), 
b Transformirt man zu den Perioden ® und w', so wird: 
ou eosale,—e, Je, —e,) , 
len. | = cos a \(&— 61) (er— 6) re = „Nee €) Fe,cosa, 
aa | 
. — US . You-—e, 
= sıne (&—e&)VY&—e, —, — = sinao(& —&)V&—e;: ! 
y ( i 2) ” ET ie MERTER ’ pu-e, 
—— . 07 u O, u 0 u > > \ > 3 v y u ” - e, 
eier elle Alt Veen 


2 


Behält man die ursprünglichen Perioden bei, so ist die Curve der Dureh- 
schnitt der Kugel: 


e.sin’«—e, \°?, > h (e,—e,+(e —e,)sin’«)’ 
| mit den beiden Cylindern zweiten Grades: 
_(e+?2e, cose)’ y’ En (z-+2e,cose) 3 w; 
4cos’a a(e —e,)” 4sin’a(le —e,)’ ’ Ldcos’a(e,—e,)’ l(e,—e,) 


Beide Cylinder berühren die Kugel von innen. 
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' . k e,—e i . 
Setzt man sına = ———— — 2 3 \ l N \ ya a Ye EU + ra 
N € FBEr TI, ist die Bogenlänge der Curı 
ein elliptisches Integral erster Art. Dabei liegt k zwischen den Grenzen 
0 und }. 


Die Ausdrücke: 





= mut 34842-584223) 
Er ga Da ern} 
(ar, 


il ‚te ne a PA. Me. Mr AO Br E 
0 2 2 0 2 2 o 2 2 
o' w w' 

Her) 
stellen eine transcendente Curve dar, deren Bogenlänge für jeden Wertlı 
von «@ und für jeden Werth des Moduls ein elliptisches Integral erster Art 
ist. Sie liegt auf dem elliptischen Cylinder: 

2 2 
== ur, r 4(e, —e,) 1 

Dies ist die einfachste transcendente Curve mit genannter Eigenschatt. 
während die vorher erwähnte von W. Roberts gefundene die einfachste 
algebraische Curve mit jener Eigenschaft ist. 








Sieht man die aufgestellten Integraleurven als Asymptotenlinien von 
Minimalflächen an, so sind letztere durch elliptische und trigonometrische 
Integrale darstellbar. Auf ein besonders einfaches Resultat führen hierbei 
die Curven der zweiten Schaar, deren Bogenlänge ein elliptisches Integral 
erster Art ist. 

Es mögen nämlich die analytischen Functionen x, y, 3 die Üoor- 
dinaten einer Curve im Raume, X, Y, Z die Cosinus der Winkel bezeichnen. 
welche eine bestimmte ihrer Normalen mit den Coordinaten- Achsen ein- 
schliesst. Stellt man dann die Ausdrücke her: 


. 
u 


= if |Yds — Zay), y= y-i/ IZdt—- Ad, 5= 3—i/ |Xdy— Ydı). 








u 


I 
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so repräsentiren die Gleichungen: 


ER, VER, 2-RlE 


\ 
[A 


worin das vorgesetzte Mt bedeutet, dass der reelle Theil der nachfolgenden 
für ein complexes Argument entstehenden, eomplexen Grösse genommen 
werden soll — eine Minimalfläche, welche dureh die Curve (zyz) hindurch- 
seht, und deren Normale längs derselben die Rtichtungseosinus X, Y, Z hat. 
(Siehe H. A. Schwarz, Miscellen aus dem Gebiet der Minimalflächen, dieses 


Journal, Bd. 80, pag. 280.) 


Sind nun x, y, 3 drei reelle Functionen einer Grösse a, welche den 
Gleichungen: 


(z ) r (5 du 2) +5 5) “ (5) ö | 4 (m): 


genügen, wo e und ec, Uonstante sind, und versteht man unter X, Y, Z die 
Riehtungseosinus der Binormale der Curve (xyz), so erhält man unter Ver- 
nachlässigung von Integrationsconstanten: 


Ve de a ‚Ve dy ” ‚Ve ds 
‚,.n=y-—i .—— , C=3-i——: 
Ye du rn Ve du re Ve du 


1 | 


g$=er—i 


Es stellen dann die Gleichungen ! =NX(), Y=N%(n), 23=N() eine Minimal- 
fläche dar, deren Asymptotenlinie die Curve (rzyz) ist. 

Denjenigen Curven der zweiten Schaar, deren Bogenlänge ein ellip- 
tisches Integral erster Art ist, entsprechen offenbar Integraleurven, deren 


Coordinaten den obigen beiden Gleichungen genügen. In den Ausdrücken 
de dy dz 
du " du’ du 
dagegen enthält ausser einer elliptischen Function noch ein elliptisches In- 
tegral erster und zweiter Art, jedes mit einem reellen Coeffieienten multi- 


für &, n, € stellen dann y, z, 


elliptische Funetionen dar, x 


plieirt. Es gehören daher diese Minimalflächen zu jenen, auf welchen eine 
Schaar algebraischer Curven liegt. (Siehe H. A. Schwarz, Ueber einige nicht 
algebraische Minimalflächen, welche eine Schaar algebraischer Uurven ent- 
halten, dieses Journal, Bd. 87, pag. 146.) 

Man kann noch auf einem anderen Wege von den aufgestellten Aus- 
drücken aus zu Minimalflächen gelangen. Man setze nämlich in den Aus- 
drücken für die Coordinaten der sphärischen Curven &®+w statt @, so 
lässt sich sin« als Funetion von k so ausdrücken, dass 

440 
wird. Es stellen dann die reellen Theile der Grössen /z,du, /yıdu, /z,du 
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für «= p+gi ebenfalls eine Minimalfläche dar, auf welcher eine Schaar 
algebraischer Curven liegt, wenn z,, Y,, 2, aus den die zweite Schaar dar- 
stellenden Funetionen entstanden sind. 


. . Vs . .ın e u) 
In den beiden einfachsten Fällen wird sin«=k= Ser 
1 3 


Verbindet man dieses Resultat mit dem des $ 4, so erhält man fol- 
senden Satz: Die Integrale der Ausdrücke, welche die Coordinaten der 
beiden Schaaren sphärischer Curven darstellen, repräsentiren eine Raum- 
curve, deren Bogen ein elliptisches Integral erster Art ist, wenn man o 
reell, ® rein imaginär nimmt. Wählt man dagegen w reell, & complex 
und setzt a=p+gi, so stellen die reellen Theile jener Integrale eine 
Minimalfläche dar, wenn der noch willkürliche Parameter & entsprechend 
bestimmt wird. 


Berlin, im Februar 1882. 














On the Parallel Surface to the Ellipsoid. 


(By Thomas Craig, Johns Hopkins University Baltimore.) 


The only paper on this subjeet that I know of, is by Prof. Cayley 
in the Annali di Matematica vol. III 1860. "To this paper however I have 
unfortunately no access. Prof. Cayley has however given me many valuable 
suggestions concerning what has been done and what has not been done 
on this subjeet — so that I have been enabled to dispense with reference 
to this original memoir. 'T'he general theory of parallel surfaces has been 
worked upon by Roberts and I think also by Clebsch — though I am not 
certain that the latter wrote anything that had more than an indireet bearing 
on these surfaces. "There are two or three brief references to the parallel 
to the ellipsoid in Salmon’s Geometry of three dimensions — I take the 
method of obtaining the single equation representing the surface from that 
treatise. I have not worked out this equation as it does not seem to be 
worth while; it contains nearly one hundred terms and is thus nearly 
useless for practical purposes. As in the case of the centro -surface 
and many other surfaces of high degrees, it is much more eonvenient to 
have the surface given by three equations — viz. the three equations which 
serve to express the reetangular coordinates of any point of the surface 
in terms of two independent parameters. The surface may be considered 
as generated by a given point on a straight line which moves so as to be 
always normal to the ellipsoid in a second given point. In fact every 
point on a straight line moving so that it is constantly normal to a given 
surface at a given point of the line deseribes a parallel surface. The 
parallel surface may also be conceived as the envelop of a sphere of con- 
stant radius which moves in such a manner that its centre is always on 
the surface of the ellipsoid — or as the locus of the centre of a sphere 
which is tangent to the ellipsoid and rolls over its entire surface. The 
surface thus generated has of course two sheets, one Iying wholly withoui 
32* 


252 Craig, on the parallel surface to the ellipsoid. 


the ellipsoid under all eireumstances — while the second may lie either 
within or without the ellipsoid according to the size of the generating 
sphere. If the parallel be generated by a sphere tangent to the ellipsoid, 
its equation may be arrived at in the following manner. Let the ellipsoid 
be given by the equation: 


U= + . +-1=0, 


and the sphere by 
Y=(-0)+Y-B+@--R=0 
where 4 is the constant radius of the sphere — or the modulus of the 
parallel surface. 'T'he biquadratie determining 4 so that AU+YV shall be a 
cone, is obtained by making the diseriminant of AU+YV equal zero — or is 
2"A+FO+F$b+04+I4 = 0, 

where 
PER PURE SEE” 

u . 

1 2 ' m u 7 
a®b?e? TE —(a+b+ c')]; 


2 
& 


Be 
C 


a 


2? 2 Br 1 a7? 2? x. 1 2 22 ON 1 1 1 \ 
(tt) 


biquadratie equation may also be written 
= Er A 1+ 
a+4 b’-+2 c+J h 
T'he condition that the two quadries should touch, is now found bv 
equating to zero the diseriminant of this biquadratic. The equation thus 
obtained is of the sixth degree in 4 — giving thus the lengths of the six 
normals which may be drawn to the ellipsoid from any point of the parallel 
surface. In terms of the eoefficients of the above biquadratie the equation 
of the parallel surface is 
41241—-390+PY— (7246449060 -27A1"-MNAR- 2) — 0 
or, say, in the ordinary notation 
F-21% = 0. 


T'he surface is of the twelfth degree, / is of the fourth and 3 of the sixtlı 











1g 
id. 
id 


he 


[ 
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degree. The cuspidal line on the surface is given as the complete inter- 
seetion of a quartie and sextie surface, viz. 
I = ), x = 0: 


the euspidal line is thus of the twenty-fourth degree. 

On expanding the above equation, the quantities «, ?, y become the 
eurrent eoordinates of points on the parallel surface, — replace them by 
z£, 9, 3) and call the coordinates of a point on the ellipsoid (£, n, &). The 
eoordinates (x, y, 3) are to be expressed as funetions of (&, n, &); or, de- 
noting by «, © the independent parameters determining the lines of eurvature 
on the ellipsoid, we have to express r, y, 3 in terms of these quantities. 
We thus obtain the three equations spoken of above for the representation 
of the surface. Before doing this however we may obtain the differential 
equation of the surface. Uonsider the parallel as generated by the motion 


of a sphere whose centre is always on the surface of the ellipsoid the 
equation of the ellipsoid may be written 

& 7" e 

re 0 

a b c 


(using hereafter a, b, e instead of a’, b’, ce’); the sphere is 


ER e\2 ’ Br AL N? er 
e-S)ry—Nn) ti —6) —h Q. 


\ 


Writing as usual 


dz dz 
p un 7 
l dx 1 dy 
we have 
@-94p@-9 = 0, 
OR 
W-mD+4@-9 = 0. 


T'hese equations combined with that of the sphere give at once for ır, y. 2 
the values: 
. pk yk i. h 
= — . y=n— . > = 7 . 
de a 


where 
L = Yl+p'+g. 
Ihe differential equation of the surface is at once seen to be 


(zL-+pk)’ L (yL+gk)” _ (xL—k)' t 


a b c 


N _ —1 ia 
Dince 7-, n- ; are the direction cosines of the normal to the ellipsoid 
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at the point (S, 7, {), they are respeetively equal to 
Bee Sauger ER , 


where 


is the central perpendieular on the tangent plane at the point (£, 


We have now 
‚kPE kPn 


[= —, — n4 
T > Yy Tr bb’ 


Suppose a quantity « Iying between —a and —b; also ® Iying between 


—b and —c, then 
E - n + [% Zn 1 Pr © + N 
a+u b-+u c+u ’ ato " b4o 
are respectively the equations of the two-sheeted and one-sheeted hyper- 


boloids which are confocal to the given ellipsoid. Writing for brevity 


2 


a=b—-c, P=c-a y=a-l, 


we have for &, rn, © the known values 


’ Asa N 


a(a- Bea -®) — b(b+u)(b-+v) nr _ e(c+u)(c4 
By —ya u — {aß 


Considering « as constant, the locus of (&,n,{) is the interseetion of the 
ellipsoid with the confocal two-sheeted hyperboloid 


& f n° p 
a-+u b-+u c+u 


= 1, 


i. e. this is one of the eurves of eurvature on the ellipsoid; and so ifo 
is constant, the loeus of (S, 7, ) is the interseetion of the ellipsoid with tlıe 
confocal one-sheeted hyperboloid 

5 N" ı 

a-+-v b+v c+v 
viz. this is one of the second system of lines of eurvature. T'he element 
of length of a eurve on the ellipsoid is 


do’ = EdwW+Gde, 


(5) )+( Pr )+( h ), 6 0=(7 z )4 {= zn) 


where 











he 


Il 
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The values of E and @ are readily found and in fact are known to be 


“ u(u—v) 


a ro —u 
E=} Gr 


a+u.b+u.c+u I a+0.b+v.c-+o 
or, denoting by P, and P, the central perpendieulars on the tangent planes 
to the two hyperboloids at the point (£,n,Ö), viz. 


p = [ i 4 N n” 1 y | g p R | &° M n° | e 
17 (a-+u)’ (b-+u)'’ (ci u)” , ? (q re v)* (bh 2)’ etp 
we have 
1 | 
IN ERBE - a (4 — . 
u 4p? 4p: 


The element of length on the parallel surface may be written 
ds’ = EdW+G&dv’ +2 dudo, 


dx N? d =.) 
Er ( )+ + ete. 
du du du ) 
The values of &, y, z expressed as funetions of 5, n. T are readily found 
to be given by the equations: 


where 


a.a+u.a-+v 


u [ k abe 
. - By (+ a uv ) 
2 b.b+u.b+v h abc 

we ya (14 b um ): 
c.c+u.c+v k abe 
er ar” ME 


The differential coefficients of x, y. z with respeet to «, © are simple enough 

form, but it is not necessary to do more than indicate them as follows: 

dx de kP &k dP dx de kP &k dP 
[re [ur] 


du du a 


eIe. 
a du’ dv de 


a a de’ 

The lines of eurvature on the parallel surface eorrespond to the lines of 
eurvature on the ellipsoid. For the surfaces of normals along the lines 
of eurvature form with the parallel surface a set of orthogonal surfaces 
and obviously interseet the latter in its lines of eurvature. This may o1 
course be announced as a general theorem — viz. that the lines of eurva- 
ture on a surface parallel to a given surface correspond to the lines of 
eurvature on the given surface. We must of course have now 0: it 
is easy however and instruetive to show that 5 actually does vanish. 
We have: 
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er dx 3 dz 
WETTER S 
remembering that 
Pr d& dE 1 dn dn di d 
du dv du dv du dv 
we obtain readily 


1 dE d& 1 dn dn 1 di d | 
__. OL. D nn “ r 
ü) = 2hl La du do * b du dv r ce du dv 





mf 1 dE dE 1 dn dn 1 d ad ] k” dP dP 

2 pP? s 4; \ ch 
tal La’ du dv r b’ du dv ce’ du dv P’ du de 
T’he last term of this is: 


—®dP da MA RP 


Pdu vd 4 w Aabe 
The first term reduces by a known formula (Salmon’s Geom. of three Di- 
mensions, page 126); viz. since 
de PR HIT u 
du sy—Py a+v  Tatu’ 
we have by substitution of the first form of these values in the first term 
of %% the quantity 


ete. 


-34P[,. +, +2] 0 


. de 
Using the second form of the values of q, ete. we must have 


d& dn‘ & 

u u + — = 
a.a+u.a-+v b.b+u.b-+v c.c+u.c+v 

the formula just referred to. The second term in 5 gives 


k’P? ee FR: H | 

4 abce.aßy  4abe 
This taken with the third term gives as it shonld %=0. This seeond term 
in %5 gives rise to a simple formula which I don’t remember to have seen 
anywhere, viz. 

E 7” e 1 
aa u)(afo) T bbtuybfe) c(e+u)(ctr) abe 

Of course the vanishing of‘ is not a suffieient condition in order that the 
lines corresponding on the parallel surface to the lines «= const. anı 
v = const. on the ellipsoid should be lines of curvature; the remaining 
condition however will be given presently. The values of & and © are 














N 


1) 
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given by the equations: 
3 dE \® 1/dn 1/EK 
Fe Bra i —(Z)+- (7); E) 
> L a x du ) bNdu ) u - \ du /. 
BT, La AB EN 
ı 2P? Ai )+ | By: >_\ 
i a’\du/ "9 \au / | ce’ N du / 
3 BEN E/ aan u \°7 
= G+2k P E44 (ya) 
> vn La ( dv ‚7 b \de 7 C dv / 
mai’ Ent, Ir da) I ZEN 
HP |) +) +) | 
-a x dı b’\dı ce \dv/. 
u..42 ’ dE 8 
Substituting for u, ete- the values | — nett. and emploving a known 
de 


formula of reduction, we find 

(Ii/EN 1I/dn\, 1/dN 1 

aN\du ) * = ı+ c = ni 4uP 
For the reduetion of the third term in the expression giving E proceed as 
follows. This term is equal to 


> 


n | % } 


In 


1) 4 4 
It a’la+u)’  b’lb+u)”  c’(c+u) ) 


Now 
_# re; ee 4 , n \ 
P’ a A Se - (a+u) (b+u)’ ' (c+u)’ ' 
adding these together and redueing gives 
&° j Eu? 
— 4) 2? ı 9 ) > 1 ftar E- 6 Pr 
- - (2a 2au) s — +/(terms in n and I. 
a(a+u) * ’TTa(a- u) ; 
The first of these terms is 
i 2a&°(a+u) 2& 
a (a+u) a(la-+u 
Since 
4 n \ () 
alaz+u)  bfb-+u)  clc+w 
we have as the result of the above addition 
& | N" | e 1 ( P'-+-P' 
a’(a+u)  b’lb+u)”  c’lc+u)' NE, 
and similarlv 
&° | 7’ | Ö l pP’ + x 
a’(a + v) d b’(b rev) ! c’(c -v)’ DEN Pr 
[hese formulas I think are new at all events they are not contained 


in the list of similar formulas given by Jacobi. We have finally for the 
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fourth terms in & and © 


k’/dPN? k” k’/dPN? k” 
Making all these substitutions in the equations for &E and &, and they 
become 















- | | —?2kP k’P? 1 "—_2kP kp? 
% — —. . — (1, - 2 n 
MEN 4P, u + u” | 8=€+ 4P? | v + vo | 
or, Sinee 
. 1 _ 1 
E= pn G= gm 


these become: 











1 kP'\? 1 kP\ 
$ — — — en di 
C 4P° (1 u ); 6 4P} (1 © ) 
T'he element of length of a ceurve on the parallel surface is then 


a = (1) rl 
It will be eonvenient to write 
abe=A, a+u.b+u.c+u=A, a+v.b+v.c+4+r—=A.. 
The element of area of the ellipsoid is given by 


dz = l- te dudv. 
‚A; 
If dS is the corresponding element of area on the parallel surface, we have 
the relation 
dx dx dx 











. d’ den’ d& 

dy dy dy 

weil PER u dE’ dn’ 
“ ». dz dz dz 


de’ dn’ d 


h, 









u, v 


Pu 





where 4, «, v are the direetion-cosines of the normal to each surface, anı 
are given by the equations: 






PE Pr PZ 
ee cos®, m _ . u — cos, — L ya 089, = ar 
a b° 
Now 
dx 14 POPP de kP &£nP’ de kP LCEP? 
dE a "er" 2 ur u b a’ c ca 











EV 


) 
Il 
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or 
dt kP kP 9 dx kP f dx kP 
= 14 — —— cos = — 6080, cos :08 0, c080.. 
de 1+ jr z COS Ö,, dn b GOSd, cos #,, de 2 080,608 #, 
T'he above determinant becomes now 
kP —kP —kP 
cosd,, Hu cos’ A, 6080, c08%, 6080, c086, 
—kP kP kP —kP 
0805, —— 080, c08ß,, 1+ — — 008° 0,, 089,608, 
| a b b C 
— kP —kP kP kP 
08 6;, cos®, c084,;, 7 089, c084,. 1+ - — 1086; 
2 
cosd,. cosß,, c0s®, 


Multiply the first row by c0s®,, the second by e086,, the third by c0s#,. 
and subtraet the sum from the last row: in the result the last row will be 
—1, 0, 0,0. Again multiply the first row of the new determinant by 
«086,, the second by cos6, and the third by c0s#,, and add to the third 
row — we have then: 





kP —kP —kP 
u — — —c08 0, — cos, cosß,. ’ cos, cos #, 
a b C 
—1 —kP De! ı — kP 
= y > y 3 2)“ al — ur 6 . > S ) G S ) 
Som Ö, cos, COS d, 1+ D 7 08 9,. - COS d,1 Ö Y7 
cos6,, cos 4,, c08sß,; 


Multiply the first row by c0s6, and the second by c0s®,, and subtraet the 
last result from the first; expanding and redueing the resulting determinant, 
and we have 


sin?’d sin’d, , sin?’d „feos’0, , cos’0, eos’, y 
Au apf0 0, 50, | epft re ory 


be ca | ab 
Now 
cos’0,  cos’d, cos’ kn Pre e P 1 
a er ı-7|: ’ 7 c I=7 er 
and 
sin’ d, 1 sin’d, ie sin’, Rn »: 1 P Ei p Fe; E;& | 
a b c a b'’e ae ' e? 
but 
IE FE DE. & 4 I u+e 
a’ r FT#T Pi ec" m | 


So this last becomes simply 


UV 
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Colleeting the terms we have 


Er \ u SE kA(u-+v) WA 


) 


..2 
uv Vuv Zi 


) ‚putv 
1-4 um r uv 


consequently 

dS ( k A(u+-v) KA’ 
nes Y— — / + {3 
u ' ueV u ad 
or, after easy reduetions, 

v „  kAuW—v’ K’A’(u—v 
dB = dz—ı| x ) , ( ) |au av. 
wV— A?4° ur VwV— 2? A? 

Denote for the moment by «a, b’, e' the derivatives of &, n, © with respect 
to a, and by @, b’, ec” the derivatives of the same quantities with respect 
to o; also let @„ 9, y and «’, 2", y' denote the corresponding second 


derivatives with respeet to # and to »; now eompute the determinants 


a’ 9" y 


Write 
A=be—b"c, B=ca’—-ca, C=ab’—a'b.. 
Now we have 
E. 
- b+u' 


N ‚ 
BE , .) er C 
av b+v 


.-———, ß 
(a+u)‘ ’ 


c 


! 


en. 
+ (b-+u)? / 


i SE a |  R az 
4? (b-+ 0)? ? 


also, @, 5%, y having their original meanings: 


. £(u—e) B— n(u—v) 
aßy.&ng’ aßy.&nS 


— 


£ 
L 


Now 
A+B+0 = EG; 


substituting for 5, 7, { their values we have 


l 


1 0 -w(u-o) 
EG = “. 29 











ECT 
eCT 
nd 
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and 


1 uV —-uo(u— vo) GYEG | voY — ur(u—v) 
. . 1 y . - - 
16 M?4° 46 14° 


EYEG — 
We also find readily 
Fuel (u—v)V- ar  (u—e)V- ar 
m | aßy AA A, m: aßy AA A, Pr 
Now denoting by r and r" the prineipal radıı of eurvature of the ellipsoid 
at the point (£,n,{) we have 
E' I 
EVEG' GVYEG 
Making the necessary substitutions these become 


| 444, A Eu 4A, 1 


® \ / : 32 ) “ i \ 29 
! Aufu—v)Vuv m 1 Av(u- v)Vuv r 


and for the measure of eurvature of the ellipsoid at this point we have 


he an ah 
TO EBRT Pra—ı) PP’ 
or since 
F* a “ u'v = nr 
un " pP: 
this beeomes 
PRO... HEN BRE D.-0 


Fr’ N? m 72 
A (u—v)” PA 


2 
or a given point on the ellipsoid we have then that the measure of eurv- 
ature varies as the fourth power of the central perpendieular upon the 
tangent plane at the point. 
We have now to apply the same kind of process to the parallel 
surface. "The quantities which for the parallel surface correspond to 
E,G, A, B, C, E,@ 
on the ellipsoid, may be denoted by 
E88 ULB €, ©. 


We know that F=F'=0, and we have proved that $=0:; in order to 
«omplete the algebraical proof that the lines of eurvature on the parallel 
surface correspond to the lines of eurvature on the ellipsoid, it is only 


necessary to show that Y = 0), i. e. 
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d’x d’y 
dude dudv 
de dy 
du du 
A 
dv dv 
For WU, B, & we have the values 
2 ds dy dz ds dx 
S w Eu _ 
u = du dv dv du’ ® du dv 


Writing a, b’, c' for 
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ds 
dudv 
dz 

du 
di 

dv 


= UV, 


dz 
dv 


d.c x 


de dy 
en FA 
a, 8 


dee 


dx 
dv 


du 


kP kP kP 
ar hr 
it is not diffieult to see that U, B, C are given by the equations 
r —hned —keb r —khia —kec 
be, Tr ws c ca, C ’ a 
ni ee ee 
du ’ du ’ du du du ’ du 
dP dd dc PP  «& d& 
do ' dv ’ dv de ’ dv’ dv 
ır —hEb —kna 
“ en en - 
CE Ze er 
du du ’ du 
dp d& dn 
dv dv ' dv 


In order to find the radii and measure of curvature, 


of 


= 


pute the values 


& = 244% 


1944 


du’ 


;& = 


it 


d’x 9 


1’ 
dv? A+- 404° +. 





dy 
du 


is necessary to com- 


After some easy but ne tedious reduetions the following values are 


found for these quantities: 


E = 





— Ekb’c 
rt 1 „ir 
abe, — i 
a 
d’P d’E 
du? ’ du?’ 
dP d& 
du ’ du ’ 
dP d£ 
dv dv 


—nkc'a’ — Ika'b’ 

b ’ c 
d’n d’z 
du’ ’ du? 
dn dd 
du ' du 
dn dö 
dv ’ dv 
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u Ekb'ec' — nkc'a' Ika'b' 
. a ' b c 
d’P d’E d’n d’Z 
& dv’ ’ dv’ ' de’ dv’ 
dP de dn dd 
du ' du ’ du ' du 
dP dE dn d£ 
dv ' dv dv ' dv 
To these may be added 
a'b'e' — Ekb'c — nke'a' -Cka'b' 
hu} % “ 
' a b c 
d’P d’E d’n a’ 
nur dudo ' dudo ’ dudo ' du dv 
ey “ 
dP dE dn dc 
du ' du ’ du ’ du 
dP d: dn dd 
dv dv ' dv ’ dv 


It is obvious that each quantity of the series U, B, &, &, ©, &, & is 
equal to the eorresponding quantity in the series 

A, B,cC, E,G, E,@G 
increased by certain quantities depending upon P for their values. The 
reduetions that are necessary in order to find the values of the prineipal 
radıi of eurvature, say W and WR”, and the measure of eurvature Kt, are not 
diffieult, but as I have not been able to reduce any of these quantities to 
a simple form, I forbear giving any of the work; the formulas are of eourse: 

en u ee 

EYES SYES (E8) 

['he equation of the lines of curvature on the parallel surface is 


[4 


dr, dy, da 
DD © | = 0: 
dA, dB, d& 
as has been already mentioned, these lines are the lines on the parallel 
corresponding to the lines of eurvature on the ellipsoid. "T’he equation of 
the lines of eurvature on any surface may be written in the form 
du, —dude, de’ 
E, F, G 0, 
E, F, G 
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where # and ® no longer refer to the lines of eurvature themselves; so in 
this case the equation of the lines of curvature may be written 


du, —dude, dv’ 


nd 1 / 
& 5% GG =0Q, 
E, 5%, (6% 
with the above values of E, 5, ... ©, and where ‘5 and 5 are no longeı 





equal to zero. 

In the following pages I have written instead of a, b, ce the ordinary 
values a‘, b’, c* as they are a little more convenient to work with for 
some reasons and the formulas are all simple. 

Prineipal sections of the surface. These consist in part of the 
parallels to the prineipal sections of the ellipsoid and in part of other 
eurves constructed as follows. Since the surface is found by drawing 
normals to the ellipsoid at every point and on these normals laying oft 
equal distances, it is evident that the prineipal sections will, in addition to 
the parallels to the prineipal ellipses, consist of curves corresponding to 
those eurves in the ellipsoid along which the normals of length R have 
their extremities in the planes xy, yz. z2*) Take first the prineipal 
section in the plane zy. The parallel to the ellipse 

2 


ee EEE 
a” r m = 1 


is found by forming the diseriminant of 


with respeet to £ (vide Salmon’s Conie Sections, 6!" edition, pages 337 anı 
338). This eurve is known to be a curve of the eighth degree and is 
easily econstructed. To find the remaining part of this prineipal section, 


proceed as follows. The equations of the normal at any point (S,n,{d) 01 


J)/ 


the ellipsoid are 


x = (14 2) y-nlltzı), s=t(14 4). 


(2,y.3) being any point on the normal, and 4 an indeterminate quantity. 
In order that this point shall lie in zy, we place z=0, which gives 


*) ] am indebted to Prof. Cayley for this remark. 








In 


It 
IS 


li. 
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;= ec. The length of the intercept between the point (£,7,.{) and the 
2 
* » C . ... . 
plane zy is now found to be = p, and this, by the conditions of the 
; s i e" r 
problem, 18 to be =R, which gives P= = We have now 


giving 


x & 7 7 
a’—( a“ b’—c' b’ 
Now 
5 N e 1 R 
a b' e” P 
from which 
ER: u 
( ce at bi 
Substituting the above values of ar 2 . this becomes 
) 
a en | k’ x’ Yy 
" Zu e' (a’—.c’)” b’—.c”)' 


Substituting these values of S, 7, T in the equation of the ellipsoid 


‘ 


09 


E" R 5 n es - „iz 1 
a’ b’ ” 
we have at once 
bu y Kr: Ei R m 
a’—c b’— ec’ ec 
or 
x | y’ . 
\ ö 5 © r E 
(a’—c’)(ce’—R’) (b’- E Ne» k 
e? ep? 


For R<e this is a real ellipse, and for R>e an imaginary ellipse. 
This line is generated twiee — once for the half of the ellipsoid above 
the plane xy and once of the half below zy — and is eonsequently a 
double line on the surface. Uonsider now the seetion in the plane zx. 
This is the parallel to the ellipse 

en . 


RE 


*) It is easy to show that this is the loceus of tlıe centre of a sphere of radius 
R Iying wholly within the ellipsoid and having double eontaet with it. 
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formed as above indicated, and another conie formed by the extremities of 

the normals of length R which terminate in the plane zx. In the equations 

of the normal we must have y= (0) and consequently = —b’. This gives 
0% c’z £ 


& u Fr — 2 
Peg en 





PR = F 
u Ta En IR BEEBOR 
IE Ta@Iy Ei 


Substituting these in 


2 “2 


£? 2 | 
S 7 S 
a? + np? + c? = 1, 


we have 
x’ %" R’ 
a?—b? + e—b? nn 1— bh? 


2 „2 


I Pd) 
BER) * (WR) 
b?’ Do 
This is a real hyperbola both for R<b and for R>>b. Similarly the 
seetion in the plane yz is found to consist of the parallel to the ellipse 


2 


and the eonie 


y ih . 
(ba) —R) " (a) —R’) 


= 1, 


a a 

This is an imaginary ellipse for R<Za and a real ellipse for R > a. 

Aside then from the parallels to the principal sections of the ellipseid. 
the prineipal sections of the parallel surface consist of a real hyperbola 
in the plane zr, with a real ellipse in xy and an imaginary ellipse in yz 
or an imaginary ellipse in xy and an imaginary ellipse in yz, fa—>R >> e., 
or an imaginary ellipse in zy and a real ellipse in yz, if R > a*). 

These eonies are all double lines on the surface either one real 
and two imaginary or two real and one imaginary; further they each touch 
the parallel to the corresponding prineipal ellipse in four points (Salmon 
page 437). 


*) It is easy to see that the ellipse in yz is the locus of the centre of a sphere 
of radius R Iying wholly without the ellipsoid and having double eontaet with it. 
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For R = 0 these nodal conies become the focal eonies of the ellipsoid 


and for other values of AR they are confocal with the focal conies. "The 
cases of special interest to examine are when AR is equal to a prineipal 
radius of curvature at the extremity of an axis of the ellipsoid, i. e. 
pr c” c’ b? b’ | a? | a? 
a b C a C b 
It will be desirable to arrange these first in order of magnitude: as it is 
of eourse impossible to do this in general, I will choose an arrangement 
and determine the necessary conditions that it may be the arrangement 
desired. Suppose then that 
c” e’ b* b’ A a” 
wi rt BI 
are in descending order of magnitude; it is easily seen that the only 
necessary condition for this is b’ > ac. 


» » C . . . [ 
Take first then the case of R= „; the prineipal section in the 


plane of zy eonsists of the parallel to 


sts =1 
u M) 
and the ellipse 
x” y 
2 2\ 2 u 14 2 = / 2 2  — R 
(a’—.c‘) (b’—c’)(a’— c”} 
a’ a? 


The parallels to the prineipal seetions of the ellipsoid may for eonvenienee 
be called the prineipal parallels — tlıen the prineipal seetion of the parallel 
surface consists of a prineipal parallel and a nodal eonie. The nodal eonie 
for R= — has just been written; the prineipal parallel is a eurve in shape 
very like an ellipse and having triple points at the extremities of its longer 
axis — that of x. (It will be convenient to say nothing about the outside 
sheet of the parallel surface as it possesses no singularities; so when the 
deseription of a prineipal parallel is given, it will be understood to applı 
only to the inner branch of the eurve.) The nodal eonie touches the 
prineipal parallel at these triple points. "The coordinates of the triple 
points are 


I 


Y = 2 = 0), = = + (a _ ’ ): 


these points are therefore each to eount as five on this prineipal section. 
The prineipal parallels in zz and yz are similar to ellipses, and the same 
remarks apply to them as to the principal parallel in zy. "T’he nodal eonie 

34 * 











268 Craig, on the parallel surface to the ellipsoid. 


in yz is imaginary and in zx is the hyperbola 


x” 3” 
(a’—b’)(b’—c') (b’—c?)(b’—-c*) 

ab’ a’b’ 
In order to obtain a elear idea of this hyperbola and how it has been 
obtained, eonceive it drawn, and at any point of it as a centre construet a 
sphere of radius AR; let this sphere move keeping its centre upon the hyper- 
bola, it will then generate a tubular surface, which will eut the ellipsoid 
in general in two disconneeted eurves lying one on each side of the plane 
zy and each equally divided by the plane zz. The normals to the ellipsoid 
at each point of these eurves trace out the nodal hyperbola in the plane z«. 
It is elear that since in general no point of the curves on the ellipsoil 
lies in @y, no real point of the nodal hyperbola can belong to the axis 
of x — so the real part of the nodal hyperbola eonsists of two finite and 
disconneeted portions of the curve which are symmetrically situated with 
reference to the axis of x. 

In order to show that the tubular surface in general euts the ellipsoid 
in two distinet eurves, it will first be desirable to find how far the vertex 
of the hyperbola may move from the origin as R increases from zero up 
to b. It is obviously not necessary to increase R beyond this value, as 
then the hyperbola simply interchanges its prineipal axes — the major axis 
Iyving along 3 and the minor along x. In the first place, for R=0 tlıe 
tubular surface becomes simply the focal hyperbola in the plane of zz, viz. 

) 2 
= 1, 


I 3 


a —b’ u 
2 


E . . . I) ® 
Assume now R=  — then the semi-major axis of the hyperbola is 
R’\ b’ 
r > IN / > IN 
@-5)(1- ) > a b)(1- r) 
\ l 7 b’ \ 7 ad” ’ 


£ . b’ <a 
and this is = (a- )" 


d 
So the vertex axis of the hyperbola is at a distance from the centre 


b° A izia 
=a—  , and consequently tlie tubular surface touches the ellipsoid at 


the point 

=, y=d 3=0; 
the eurve on the ellipsoid is now like the figure 8, the node being at tlıe 
end of the axis of x. Now to show that the tubular surface can advance 


. . . . b’ 
no further in this direetion, take the modulus AR, = ale where « ıs 
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either positive or negative. Now calling for the moment «' the semi-major 


axis of the nodal hyperbola, we must have « <a-—R or a’ << (a—R), 
this 1s 
( h’ , 
He) FR 
> IN Ad ) 
(a—h 1— n E iR; +0 | A 
/ h xda / 


or making 
u ö h° 
l! — la- «|, 


d 
this is 


4 


‚a 
Dia 0? e 
b’ 


which obviously holds for all values of @ whether positive or negative. "The 


T. 


tubular surface then always cuts the ellipsoid in two diseonneeted eurves, 


2 
except when R= . ‚ when it is tangent to the ellipsoid at the end of the 
a-axis, and so cuts out a figure 8. It is only in this last case obviously 
that the nodal hyperbola belonging to real sheets of the parallel surface 
has a point on the axis of ©. We can now resume the consideration of 
the prineipal seetions of the surface for the values of AR given above. We 


2 


. . C rn\ ( rin . 
have already examined the case of R = En lake now R u he prin- 
. ) 


eipal parallels in the planes xy and yz are again ceurves similar in form 
to ellipses — while the prineipal parallel in yz is a eurve with four eusps 
and two erunodes. 'T'he coordinates of the points on the ellipse 


x A 


ee 


a C 
that eorrespond to the erunodes on the axis of x, are readily found to be 


> 
‚+ 


s=+,| 





ei I 
= + | Ä 


b ee! ln 


The distances of the erunodes from the eentre are 


ı 755 er _ 
u ( Bu a\/ 2 2\ zZ 23 | ) 
e=+7 e-a)(e b’), +, Ika—c)(a—b‘). 
The nodal conie in xy is the ellipse 
2° y’ 
(a’— c’)(b’—.c’) r (b’—c’)(b’—c‘) 


b’ b’ 
the semi-major axis of this is 


= Va — Al —b). 
h \ / \ 
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This ellipse therefore passes through the two erunodes. Of course the prin- 
cipal parallels in xy and xz meet in the points 


= +(a- 2) 


The prineipal parallels in yz and zx cross at 


s—_ = +(e— -. 


those in xy and yz at 


y= +(b-% 


r b’ > . . . 
The ease of R= has already been suffieciently discussed, so I may just 


remark that here the prineipal parallel in zy resembles an ellipse, those in 
yz and zx appear with four cusps, each the double points being evanescent: 
the nodal ellipse is imaginary in xy and yz, and the focal hyperbola in zx 


has its vertex at the double point of this prineipal parallel viz. at the point 
b? [3 . . 
2 = a— —; the equation of this hyperbola is 


x” 2” 
(a—b’P  (b’—c’)(a’—b?) 
a’ a’ 
T'he eomplete nodal eurve or the parallel surface has been shown, I think 
by Clebsch, to be of the twenty-sixth degree and to consist of the three 
conies above described, the section of the quadrie by the plane infinity — in 
this case imaginary — the eirele at infinity and sixteen straight lines touching 
the eirele at infinity. 


= 1. 


I hope soon to resume the study of this surface particularly witl 
reference to the geodesies traced upon it. I may just mention here thougl 
a general theorem of which I have not as yet obtained an analytical proof. 
viz. that to a geodesic on the given surface will correspond a geodesie on 
the parallel if the curvatures of the given geodesie can be expressed linearly 
one in terms of the other. "This may be an old theorem, but I do not happen 
to have seen it. In eonelusion I may say that a good drawing of the prin- 
eipal seetions of the surface showing all of its real singularities seems to 
be best obtained by making the modulus about equal to three fourths of tlıe 
semi-axis €. 

Baltimore, April 18!" 1882, 
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Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen 
Raumeurven ®*). 


(Von Herrn M. Noether in Erlangen.) 


Einleitung. 


Ai wichtigste Aufgabe in der Theorie der algebraischen Raumeurven 
erschien dem Verfasser, eine durchaus strenge Grundlegung der allgemeinen 
Theorie zu geben. Nach dem Vorgange neuerer Untersuchungen über 
ebene Curven konnte dieselbe wesentlich nur in der T'heorie der alge- 
braischen Funetionen gesucht werden, und «demgemäss hat sich hier der 
Verfasser die Frage nach denjenigen grundlegenden Ergebnissen gestellt, welche 
aus der Theorie der algebraischen Functionen hervorgehen. Dieselben be- 
ziehen sich auf die Erzeugung der Raumeurven durch specielle oder all- 
semeine Flächenschnitte, auf ihre Constantenzahl ete. 

Es sei zunächst ein Bliek auf die bisherige erwähnenswerthe Literatur 
geworfen, soweit sie entweder die vorliegenden Fragen behandelt hat oder 
in dieser Arbeit in Bezug auf die algebraischen Grundlagen eitirt wird: 

(C.) **), Cayley, Considerations generales sur les courbes en espace, 
Comptes Rendus de l’Acad. des Sc., t. 54, 58 (1862, 1864). 

(H.), Halphen, M&moire sur les courbes gauches algebriques. Ibid., 
t. 70 (1870). Dazu einige spätere Noten in t. 2 des Bull. de la Soc. Math. 
de France. 


*) Auszug aus der von der Kgl. Akademie der Wissenschaften in Berlin 1582 
mit dem Steinerschen Preise gekrönten Abhandlung gleichen Titels. Diese Abhand- 
lung wird in den „Abhandlungen“ der Akademie erscheinen, während der vorliegende 
Auszug in ausführlicher Weise die Methoden und wesentlichsten Resultate derselben 
enthält. Die nachträglich hinzugefügten kurzen Anmerkungen sind in eckige Klammern 
eingeschlossen. 

*#) Die vorgesetzten Zeichen sind diejenigen, unter welchen die betreffenden Ar- 
beiten in dem vorliegenden Aufsatze eitirt werden. 
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(B, N.), Brill und Noether, Ueber die algebraischen Funetionen und 
ihre Anwendung in der Geometrie. Mathem. Annalen VII (1873). 

(W.), Ed. Weyr, Ueber algebraische Raumeurven. Inauguraldisser- 
tation Göttingen 1873. Ferner ©. R. t. 76. 

(N.), Noether, Zur "Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer 
(Gebilde. Zweiter Aufsatz. Mathem. Annalen VIII (1874). 

(S.), Sturm, Zur "Theorie der Flächen dritter Ordnung. Dieses 
Journal, Bd. 88 (1879) *). 

(V.), Valentiner, Bidrag til Rumcurvernes Theori. Inauguraldisser- 
tation Kopenhagen 18831. 

In diesen Arbeiten lassen sich zweierlei Gedankengänge erkennen. 
Der eine, von Cayley eingeschlagen, beruht auf der Darstellung der Raum- 
eurven mittelst Kegel und „Monoid“ ($ 1, 4 dieses Aufsatzes). Vermöge 
dieser Methode behandelt (C.) die Curven vierter und fünfter, (W.) die 
sechster Ordnung, und (V.) benutzt dieselbe, unter Anwendung von Sätzen 
aus der Theorie der algebraischen Funetionen, zur Ableitung allgemeiner 
Sätze, analog den hier in $$ 3, 6 entwickelten*”). Der zweite Gedanken- 
sang sucht die Theorie der algebraischen Functionen direet auf die Punkt- 
gruppen einer Raumeurve anzuwenden; hierfür ist nur die bei (W.) versuchte 
Anwendung des hier in $ 1 als IIT bezeichneten Satzes zu erwähnen. 

Ferner hat (H.) in seiner ersten Note Sätze von allgemeinem Cha- 
rakter, analog den hier in $$ 6, 10 entwickelten, ausgesprochen, aber ohne 
Andeutung der Methode und der Beweise. Endlich werden bei (B., N.) 
und (N.) die algebraischen Functionen für speeiellere Fragen verwerthet 
(vel.$s2u$1 VID. 


Der Verfasser benutzt nun beide Gedankengänge unter ausschliess- 


licher Anwendung fest begründeter, immer gültiger algebraisch-funetionen- 
theoretischer Sätze. Dabei führt ihn der erstere wohl zu allgemeinen 
Sätzen (Abschnitt I), erscheint aber zur Begründung der ganzen Theorie 
nicht als hinreichend. Der Il. Abschnitt geht in $ 10 über die Sätze von 
(H.) hinaus (vgl. $ 10, Anmerkung); er führt in $ 9 zu ganz neuen Methoden. 


*) [(S’.) Sturm, On some new tleorems on eurves of double eurvature. Report 
of the Brit. Assoe., 1581.] 

*#) Da diese in dänischer Sprache geschriebene Arbeit (V.) erst während der 
Ausarbeitung der Abhandlung, deren Auszug hier vorliegt, erschienen ist, konnte 
sie nur zu einem möglichst genauen Vergleich der Resultate benutzt werden. [Die 
an (C.) anschliessende Methode hat auch (S’.); vgl. $ 3 dieses Auszugs.] 
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Die zweite derselben bietet viel mehr als der Satz $ 1, IIT.; sie löst für 
Curven beliebiger Ordnung das Problem, Grenzen für das Geschlecht an- 
zugeben, über welche hinaus die Curven nothwendig auf Flächen niedrigerer, 
als irgend einer gegebenen Ordnung liegen müssen; Grenzen, die viel kleiner 
sind, als die durch $ 6 gegebenen. Während die erstere Methode des $ 9 
nur mit Hülfe von Irredueibilitätsuntersuchungen Resultate, aber genaue, 
liefert, redueirt die zweite Methode das Problem ohne diese Untersuchungen; 
und wie weit und leicht diese Reduetion stattfindet, davon mag das ganz 
willkürlich gewählte Beispiel des $ 17, 2 zeugen. 

Zu diesem Haupttheil des zweiten Abschnitts wurden in $$ 11, 12 
noch solehe Untersuchungen über die Constantenzahl der Raumeurven von 
segebener Ordnung und gegebenem Geschlecht hinzugefügt, welche mit der 
Erzeugung der Curven durch allgemeine Flächenschnitte zusammenhängen. 
Diese Untersuchungen führen, nach Einführung eines neuen Elements in die 
Flächentheorie, zu einer neuen Ungleichung ($ 11), welche in allen bisher 
durehführbaren Fällen mit grösster Annäherung die Constantenzahl liefert. 
Wenn auch der Verfasser selbst diese Untersuchungen nicht für abgeschlossen 
halten kann, so wollte er dieselben doch nieht unterdrücken. da sie auf 
die bisher so dunkle Frage Licht zu werfen geeignet scheinen. 

Was die Anwendungen betrifft, so sind solche des ersten Abschnittes 
in $4, solche des zweiten Abschnittes im dritten enthalten, die letzteren 
ausführlicher in der Abhandlung selbst. Eine letzte Anwendung, in $ 18, 
bezieht sich auf die Geometrie speecieller Flächen. 

Zu bemerken ist endlich noch, dass die Raumeurven hier überall 
ohne mehrfache Punkte vorausgesetzt werden; und dass auch bei ihrer Er- 
zeugung durch allgemeine Flächenschnitte angenommen wird, dass die 


Flächen ohne vielfache Punkte seien und sieh nicht längs Curven berühren. 


1. Abschnitt. 
Untersuchung der Raumeurven mittelst speeieller Flächenschnitte. 
sl. 
Definitionen und Hülfssätze. 


Es mögen in diesem ersten Paragraphen diejenigen Definitionen und 
Sätze zusammengestellt werden, welche unseren Entwicklungen zu Grunde 
Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 4. 3 
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gelegt sind. Dabei konnten die Sätze 1.—IV. aus der in der Einleitung 
eitirten Abhandlung (B., N.), die Sätze V.— VII. aus (N.) einfach entnommen 
werden, da dieselben in den genannten Arbeiten in einer für alle, auch die 
speeiellsten Fälle gültigen Weise algebraisch bewiesen sind. 

l. Definitionen und Sätze bei ebenen Curven. 

Für eine zu Grunde gelegte ebene algebraische Curve fZ, f=0, von 
der Ordnung m und dem Geschlecht p, werden diejenigen Uurven, welche 
jeden ö-fachen Punkt von f} zum (i—1)-fachen Punkt haben, zu f# adjungirte 
Curven genannt. Theilt man den weiteren Schnitt von fZ mit einer zu ihr 
adjungirten Curve in zwei Gruppen, G@, und G,, von Q, bez. R Punkten. 
so werden die beiden Gruppen auf fZ zu einander residual, oder die eine 
der Rest der andern genannt. Zwei Gruppen G, und @,, die zu ein und 
derselben Gruppe @, residual sind, werden als corresidual bezeichnet; dabei 
kann R' = R sein. »-Schaar bedeute eine A-fach unendliche lineare Schaar. 

Man hat die Sätze: 

I. Restsatz: Sind @, und @, Reste von @,, ferner @, Rest von @,,, 
so ist auch @,, Rest von @,. 

Also speeieller: Eine lineare Schaar g, von Punktgruppen von je 
R Punkten, deren Gruppen alle zu einer Gruppe @, corresidual sind, kann 
sowohl von adjungirten Curven C, die durch @ gehen, als von den ad- 
jungirten Curven EC durch @, ausgeschnitten werden, wenn sowohl @, als 
@,, residual zu der einen Gruppe @, sind. Die Mannigfaltigkeit der 
Schaar g, ist die der Schaar von Curven C durch @, und die der Schaar 
C' durch @,. 


Il. Speeialgruppensatz: Die zu einer irredueiblen Curve fZ adjungirten 
Curven Y„.3, von der (m—B)ten Ordnung, bilden genau eine 
x’='-Schaar. Während im Allgemeinen bei einer Punktgruppe 
@ -— d.h. bei einer Gruppe von Q Punkten auf f2, die zu 
einer linearen &x?-Schaar, g/, von Gruppen von je Q Punkten 
gehört —, sobald die Schaar selbst bekannt ist, O—gq = p Punkte 
durch die übrigen qg Punkte der Gruppe mitbestimmt sind, wird 
dies immer dann und »ur dann anders, wenn die Schaar g? zu- 
gleich durch eine Schaar zu f? adjungirter Uurven p,„_, aus fi aus- 

geschnitten werden kann; alsdann wird p>0-g, und es sind 

innerhalb der Schaar weniger als p Punkte durch die übrigen 4 


bestimmt. Solche Schaaren 9? von Punktgruppen @P, welche 


Q 9» 
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durch Curven Y,„_;, die zu f} adjungirt und von der (m— 3)" Ord- 
nung sind, aus fZ ausgeschnitten werden können, sollen Speeial- 
schaaren oder Schaaren von Specialgruppen genannt werden, 
Ill. Riemann-Rochscher Satz (Präcisirung des Satzes II.): Ist 
q=Q0-p+tl+r, 0<r<p-l, 


? eine lineare x’-Schaar 


m 


und hat man auf der irredueiblen Curve / 

9? von Gruppen @\ von je Q Punkten, so geht durch eine solche 

Gruppe @P noch eine lineare &’-Schaar von Curven 9,„_,, die 
zu fk adjungirt und von der (m— 3)!" Ordnung sind. Sobald die 
Schaar g/” gegeben ist, bestimmen q Punkte eine Gruppe der 
Schaar, also die übrigen O—q=p-r—1 Punkte der Gruppe 
eindeutig. 

Dieser Satz sagt also für g>0 aus: dass die Q Punkte einer 
solehen Gruppe @%’ nicht mehr willkürlich sind; dass es vielmehr, da dureh 
G genau x” Curven g„-3 gehen, für die Q Punkte von GP nur 
durch @ 


p-1-r=0-—gq Bedingungen ausmacht, wenn eine Curve p,„_3 
gehen soll. Von den Q Punkten einer solchen Gruppe @/ haben daher, 
wenn die Schaar gi nicht gegeben ist, auf fZ höchstens O—q derselben 
eine willkürliche Lage, während die übrigen q dadurch bestimmt sind, aber 
im Allgemeinen mehrdeutig. — Die Umkehrung dieses Schlusses spricht 
sich so aus: 

II’. Hat man auf der irredueiblen Curve f? eine lineare &’-Schaar 
(4 >0) von Gruppen von je Q Punkten, und sind in einer dieser 
Gruppen mehr als Q—-g Punkte willkürlich, so kann die Be- 
dingung p— Q—qg-+1 des Satzes Ill. nicht erfüllt sein, und man 
hat nothwendig 

p<P-aH+l. 

Die Existenz der Schaar g‘’’ in III. ist oft schon unmöglich, auch 
wenn nur Q—g oder weniger Punkte einer Gruppe willkürlich sind, wenn 
man Specialfälle, wie den, dass einige der Q Punkte für alle Gruppen die- 
selben sind, ausschliesst. Wir führen nur den folgenden Satz an: 

III". Schliesst man den Ayperelliptischen Fall von f{ — d.h. den Fall, 
wo alle zu f} adjungirten Curven g,„_,, welche durch irgend einen 


Punkt von f3 gelegt werden, noch durch einen weiteren durch 


m 





aus, und hat man auf 
36” 


den ersteren bestimmten Punkt gehen 
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der irredueiblen fZ eine Schaar 9” (g > 0), bei der eine Gruppe 

0 —q willkürlich zu wählende Punkte hat, so muss sein 
p=9-g+l. 

Invarianz-Satz: Bei beliebiger rational-eindeutiger Transformation 

der irredueiblen Curve f? in eine solehe Curve f?; bleibt das Ge- 


schlecht erhalten, p =p, und eine lineare Schaar g{? von Punkt- 


oruppen auf fZ „eht in eine ebensolche, g’®, auf f?, über. Ins- 
oO be) I b 


besondere gehen die von den zu fZ adjungirten Curven g,_, aus- 


mn 


geschnittenen Specialschaaren in die von den zu fZ. adjungirten 


m’ 


Curven „_; ausgeschnittenen Speeialschaaren von f}, über. 


2. Definitionen und Sätze bei Flächen und Raumeurven. 

Bei Flächen gebrauchen wir analoge Definitionen. Eine Fläche 
«te Ordnung, von der wir in dieser Abhandlung annehmen, dass sie keine 
vielfachen Punkte enthalte, werde mit F, bezeichnet. Eine Raumeurve 
werde mit R, R’, ... bezeichnet. Zwei auf F, gelegene Curven R, R', 
welche zusammen den vollständigen Schnitt von F, mit einer zweiten Fläche 


bilden, sollen zu einander residual, oder die eine der Rest der andern ge- 


nannt werden. Zwei Uurven R, R,, die zur selben Curve AR’ residual sind, 
sollen corresidual heissen. Man hat die Sätze: 


V. Restsatz bei Flächen: Sind auf F, zwei Uurven :R, R, zu R re- 
sidual, ferner R residual zu AR, so ist auch AR, residual zu A.. 

Specieller: Die lineare Schaar von Curven auf F,, welche mit R 

von gleicher Ordnung und zu R corresidual sind, kann sowohl dureh 

Flächen, welche AR’, als durch Flächen, welche R\ als Basiseurve haben, 

ausgeschnitten werden, wenn sowohl R’ als R\ residual zu R sind. Beide 

Flächenschaaren sind von gleicher Mannigfaltigkeit. 

VI. Restsatz bei Raumcurven: Wenn eine Raumeurve R als Sehnitt 

zweier Flächen F und $& gegeben ist, und AR ist bei diesem 

Schnitt der liest von R, so sind die zu R adjungirten Flächen die- 

jenigen Flächen, welche AR’ enthalten. Dieselben schneiden auf 

R die allgemeinsten linearen Schaaren von Punktgruppen aus, 

welche zu einer gegebenen Gruppe corresidual sind; also bei 

rationaler Transformation von R in eine ebene Curve f entsprechend 

den Gesammtschaaren von Punktgruppen auf f, welche von zu f 

adjungirten Curven ausgeschnitten werden können. Aendert man 
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F, $ und R', lässt aber R unverändert, so erhält man auf R 

auf diese Weise doch nur dieselben Schaaren von Punktgruppen. 

VIl. Specialgruppensatz bei Raumeurven: Haben F, $, R, R' die Be- 

deutung wie in Satz Vl., und sind F, $ bez. von den Ordnungen 

u, v, so werden bei Irredueibilität von R die auf AR liegenden 

Specialschaaren — d.h. solche, welche bei eindeutiger 'Transfor- 

mation von R in eine ebene Curve f den auf f liegenden Schaaren 

von Specialgruppen entsprechen von den Flächen der Ordnung 

u+v—4, welche durch AR’ gelegt werden, ausgeschnitten. Die 

Sätze über die Punktgruppen auf einer ebenen Curve, IIL, II. 

III”., IV., übertragen sich ebenso auf die Raumeurve, insbesondere 

auf die zu R adjungirten Flächen %,,,..;5 dieselben schneiden 

also R in x’ Gruppen von je 2p—2 Punkten, wo das Geschlecht 

p von R gleich dem Geschlecht der R eindeutig entsprechenden 
ebenen Curve f ist; etc. 

Anmerkung. Von den zu R adjungirten Flächen ,,,-, sind die- 


jenigen Flächen (« +» — 4)!“ Ordnung auszuschliessen, welche auch AR selbst 


enthalten, also diejenigen, deren Gleichungen in der Form 
AF+BPb = 0 

darstellbar sind, wo F=0, $=0 bez. die Gleichungen von F und P, und 
A und B ganze Functionen der Coordinaten sind. 

3. Relationen für Schnittcurven. 

üine haumeurve von der Ordnung m und dem Geschlecht p werde 
mit R%, bezeichnet. Die Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte sei h. Indem 
wir die Curven R%, hier, und im Folgenden immer, ohne wirkliche viel- 
fache Punkte voraussetzen, hat man: 

h = I(m—1)(m—-2)—p. 

Sei R%,. der Rest von R%, beim Schnitt einer Fläche «#e Ordnung, F,, mit 


einer solchen vt® Ordnung, F,; h die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte 
von RY,, s die Zahl der Schnittpunkte beider Curven. So hat man: 
h = I!(m—1)(m—2)--p; m+m = ur; 
2(p-p)=(m—-m)(u+r—4), 
2 (h—h) = (m— m‘) (u—1l)r—1): 
s=m(u+r—m—1l)+2h =m(u+r—m—1)+2h 


=m(u+v—4)—2(p-1)=m(u+r—4)—2(p-]). 
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Diese bekannten Formeln, aus welchen sich bei gegebenen «v und v dureh 
zwei weitere der Grössen, etwa m und p, die übrigen ausdrücken, könnte 
man, wenigstens für p>1 und p >1, aus dem Satze VII. ableiten. 

4. Erzeugung der Raumcurve R, durch Kegel und Monoid. 


Seien im Raume homogene (Tetraeder-) Coordinaten mit &,:22:2;: x, 
bezeichnet. Man projieire die irreducible Raumeurve AZ, von dem, gegen 
R;, nicht speciell gelegenen, Punkte 0 (zz = =2,=0) aus auf eine be- 
liebige, nieht durch 0 gehende Ebene &, in der die homogenen (Dreiecks-) 
Coordinaten 5,:5:% so gewählt seien, dass einem Punkte &,:2,:2,: x, im 
Rkaume bei dieser Projeetion ein Punkt 5,:5%:%& in e entspricht, für den 
%,:%0,:%; 
wird. 
Die Projeetion der Raumeurve R%, auf die Ebene &, eine ebene Curve 

» mer Ordnung, erhalte die Gleichung 

(1.) f.S,8,85)=0, oder SD=0, 
und für die Coordinaten der Punkte der Curve RZ, selbst ergeben sich Be- 
ziehungen der Art: 

2) am nm = Ahr: OE 

Yn-1($) 
wo w,($), w,_,(£) rationale ganze homogene Functionen von $,, &, $;, bez. 
von den Ordnungen 2, »—1 vorstellen. Diese eindeutige "Transformation 
zwischen der Raumeurve AR, und der ebenen Projectionseurve fZ sagt auch 
aus, dass sich R%, als Schnitt der beiden Flächen 


3) hO=0, am.) = 0, 


wo f,.» Wu, %, hier homogene Funetionen in x. ©, z, sind, darstellen 
lässt. Die erste Fläche in (3.) stellt den Kegel dar, der seine Spitze in 0 
hat und über R%, steht; die zweite Fläche eine Fläche »!“ Ordnung, welche 
O zum (»a—1)-fachen Punkte hat und AR%, enthält. — Eine solche Fläche 
»ter Ordnung, welche einen (a—1)-fachen Punkt besitzt, sei mit Cayley, (C.) 
eine Monoidfläche oder ein Monoid genannt. Wir betrachten hier nur solche 


Monoide, deren vielfacher Punkt in 0 und nicht speciell gegen die kaum- 


eurve R%, gelegen ist, und bezeichnen die Fläche mit M,, wenn dieselbe 
von der Ordnung x ist. 

In unserem Falle hat f3 wegen der nicht speciellen Lage von O keine 
höheren vielfachen Punkte, als Doppelpunkte, und zwar h Doppelpunkte. — 
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Dem Schnitt der Curve R%, mit allen Ebenen des Raumes 


m 
(4.) 0,X0,+ 0,Xo+ 03 %,+ 0,8%, — () 


? mit der Curvenschaar 


entspricht in & der bewegliche Schnitt der Curve 
(3.) (tet), Dual = 0, 

bestehend aus »° Gruppen von je m Punkten. Die Curvenschaar (5.) trifft 

also fZ ausserdem in m(r —1) festen, allen Curven der Schaar gemeinsamen 


Schnittpunkten. Davon fallen 2% in die A Doppelpunkte von fZ: denn dureh 


diese geht sowohl w,_,($) als w,(£), weil für jeden dieser k Punkte die 
Verhältnisse der vier Grössen x zwei verschiedene Werthsysteme annehmen, 
die Ausdrücke in (2.) also unbestimmt werden müssen. Für die m(»n—1)—2h 
übrigen festen Punkte müssen ebenfalls w,_,(S) und w,(£) verschwinden; 
diese Punkte sind also gerade die m(a—1)—2h ausserhalb der % Doppel- 
punkte fallenden Schnittpunkte von w,_,(S) mit fi. 

Für die Erzeugung (3.) der Curve R%, sagt dies aus: dass sich Kegel 
und Monoid ausser RZ 


ın 


nur in Geraden durch O treffen; dass die Geraden 
des Monoids alle Geraden sind, in welchen der Kegel w,(z) den Kegel 


/ 


v,_ (2) trifft; und dass von diesen Geraden % in den A von O ausgehenden 


n 


Sehnen der Curve R%, 


liegen, während von den übrigen noch der ganze 
Schnitt der Kegel w,_, (x) und f„(z) 


De 
) auf w,(x) liegt. 
Aus diesen Schnitten ergeben sich einige Ungleichungen *): aus dem 
von w,_,(z) und f„(®): 
m(n—1)—2h > 0, 


aus dem von w,_,(z) und w,(z): 


n\ 


n(n—1) — h+[m(n—1)--2h], 
also 
6.) (m-n)n-1)<h=!Im(n—]), 


m 


und hieraus, für » > 1 — d. h. vorausgesetzt, dass R7, keine ebene Curve ist 


() nZzZIm. 


S 2. 
Erzeugung der Raumeurve durch eindeutire Transformation. 
Die allgemeinste Methode, alle Raumeurven zu erzeugen, besteht 


darin, dieselben durch eindeutige Transformation aus den ebenen Curven 


*) (H.), Bull. II., p. 42. 
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abzuleiten. Kennt man auf einer ebenen irredueiblen Curve f? vom Ge- 
schlecht p, 
(1.) Si, 5, 5) = 0, 

eine lineare »°-Schaar von Gruppen von je m Punkten, ausgeschnitten von 
einer zu f” adjungirten Curvenschaar (und zwar nicht derartig speciell, 
dass schon alle Uurven der Schaar, welche durch einen beliebigen beweg- 
lichen Punkt auf f? gelegt werden, hiermit noch durch weitere dureh den 
ersten bestimmte Punkte von f? gingen): 

(2.) Wet Woyt z Vatyyan > V, 
so liefert die "Transformation 

8) m: = Yy:Yy: Ya): Ya 
eine Raumeurve AR. Um alle existirenden Raumeurven zu erhalten, hätte 
man hiernach erstens für jede Klasse algebraischer Curven — unter einer 
„Klasse“ die Gesammtheit solcher Curven verstanden, welche durch ein- 
deutige Transformation aus irgend einer von ihnen ableitbar sind — einen 
ebenen Repräsentanten f”; zweitens auf einer solchen Curve f?” alle linearen 
>0°-Schaaren von Gruppen G, zu kennen. 

Dabei genügte es hier, das erste Problem nur für den Fall zu lösen. 
dass das zweite überhaupt eine Lösung hat; aber hierdurch ist die Frage 
nur auf die Aufstellung aller Normaleurven für diesen Fall, d. h. eben aller 
Raumeurven, zurückgeführt. Indem man sich so doch auf die directe Unter- 
suchung der Raumcurven hingewiesen sieht, bleibt nur die Frage, ob sich 
aus der Erzeugung durch "Transformation allgemeine Sätze für die kaum- 
eurven ergeben. 

Die Gleichungen (3.), ohne (1.), stellen im Allgemeinen eine sehr 
specielle Fläche vor, auf welcher R%, liegt; vermöge (1.) ergeben sich dann 
weitere specielle Flächen durch A. Im Gegensatze hierzu wird eine 
speciellere "Transformation zu einer Erzeugung der R%, aus allgemeineren 
Flächen führen; so diejenige specielle Transformation, welche in $ 1,4 


angegeben ist, zur Erzeugung aus Kegel und Monoid. Dem entsprechend 
gelangen wir, von den nicht speecialisirten Formeln (1.), (2.), (3.) ausgehend. 
auch nur zu einem allgemeinen Satze, während die specielle Transformation 


$ 1,4 im nächsten Paragraphen eine Reihe solcher liefern wird. 
Die Frage nach der Constantenzahl der Gesammtheit der Raumcurven 
R;,, bei gegebenen m und p, ist auf diesem Wege bereits erledigt worden, 
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at. eine gewisse von m abhängige Grenze nicht übersteigt (B., N. 
pag. 307). Ich theile kurz diese jetrachtung mit, um die eigentliche 
Schwierigkeit der Frage hervortreten zu lassen und eine Bemerkung an- 
zuknüpfen. 

Für m >p+2 gehört eine auf einer irredueiblen f” gelegene Gruppe 
G,, deren m Punkte ganz willkürlich gewählt sein sollen, immer ($ 1, II. 
einer linearen &””-Schaar an, und solcher Schaaren giebt es also auf f’ 


*@=9 Ijneare »°-Schaaren 


immer x’: da nun in jeder linearen x’-Schaar x 
enthalten sind, giebt es auf f?H" 797 — K"’@+9 Jjneare »°-Schaaren. 

Für m = p+2 ist eine lineare »*-Schaar von Gruppen @, eine 
Specialschaar ($ 1, Il... Auf einer Curve f?” liegen, so lange deren Moduln 


-3(p+#) lineare Schaaren 


nicht speeiellen Bedingungen genügen, ebenfalls x“ 
9’; wobei also nur die Bedingung dm — 3(p+-4) herrscht. Die Aufsuchung 
einer solehen Schaar auf der gegebenen f? erfordert hier die Auflösung 
eines Systems höherer Gleiehungen (B., N. $$ 9, 12). 

Führt man nun durch lineare 'T’ransformation noch funfzehn weitere 
Constanten ein, so erhält man, unter Benutzung der x°-Schaar zur Trans- 
formation mittelst (3.), die Gesammtheit aller Raumeurven R%,, welche aus 
einer Curve f”, mit gegebenen Moduln, ableitbar sind. Da aber die Klasse 
für p>1 von 3p—3 Moduln abhängt, so folgt: 


dass für m — #(p+4) die Constantenzahl der Gesammtheit der R%, 
4Am—3(p+H+15+(p—53) = 4m 
beträgt. 

Dasselbe ergiebt sich auch für p=0 und 1, indem man beachtet, 
dass zwar dann die Modulzahl um 3, bez. 1, grösser wird, als 3p—3. 
dass aber die Curve AR, durch x°, die Curve R!, durch x! rationale Trans- 
tormationen in sich übergeht *). 

Zu diesem Schlusse fügen wir hinzu, dass für m <}(p-+4) zwar 
die Bedingungsgleichungen für die Schaar 9% an Zahl dieselben bleiben, 
aber von einander abhängig werden können, indem sie sich zum Theil auf 
eine Gruppe von m Punkten, welche der Schaar angehört und sie be- 
stimmt, werfen, zum anderen Theil auf die Moduln von f? selbst. Daher 


 -#) Für p>1 dagegen existirt keine Curve, welche unendlich viele rationale 
[ransformationen in sich zulässt. Vgl. Schwarz in d. J., Bd. 87 [und neuerdings 
des Verf. Noten in Math. Ann., Bd. 20 und 21]. 
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kann hier die Anzahl der unabhängigen Bedingungen nur gleich oder kleiner 
werden, als im vorhergehenden Falle: 
für m <3(p+4) wird die Constantenzahl der Gesammtheit der 
R;, — 4m. 


Die hier gefundenen Zahlen beziehen sich auf die allgemeinsten 


irredueiblen Raumeurven, welche keiner anderen Bedingung genügen, als 


von der Ordnung m und dem Geschlecht p zu sein. Die weitere Frage 
wäre nun die, ob die Gesammtheit der AR%, sich in einzelne ganz getrennte 
Familien zerlegen lässt; also: ob die, insbesondere im letzten Falle, auf- 
tretende höhere Gleichung, welche die Schaar g( bestimmt, ohne Adjunetion 
von willkürlichen Parametern redueibel wird. Auch diese mit der Modul- 
frage zusammenhängende Frage wird später nur an einzelnen Beispielen 
ihre Beantwortung finden können. 

Man kann indess die allgemeine Theorie zum Studium einiger 
specieller Fälle benutzen, von denen einer hier erwähnt werden soll. Für 
2p-2 = m>p+2, also jedenfalls für —5, kann man verlangen, dass 
die lineare »°-Schaar von Gruppen @,, welche aus den Schnitten der 
Raumeurve mit den Ebenen des haumes entsteht, eine Specialschaar sei 
($ 1, I). Da eine solehe Gruppe @, einer x”"?*'-Schaar angehört, von 
denen »”=""" auf f? existiren, folgt hier, dass die Constantenzahl dieser 
speciellen Curven R%, 

2p—2—-m)+4(m—p—-2)+(p—-3)+15 = 3m+p+2 
beträgt. 


$ 3. 
Sätze über die ebene Projeetionsenrve einer Raumeurve. 

Benutzt man aus der »°-Schaar, (3.) des $2, nur eine lineare 
>©°-Schaar zur Transformation von f?”, so erhält man eine ebene Curve 
mter Ordnung, welche die Projeetion der Raumeurve AR%, ist. Dieselbe sei 
mit f? bezeichnet. 

Der Uebergang von der Curve fZ zur Curve RZ, ist der m $ 1,4 
angegebene. Unter der linearen x°-Schaar g@ von Gruppen G@, auf f! 
findet sich als Theil eine lineare »°-Schaar, y?, von Gruppen 7',, welche 
von den Geraden aus f}} ausgeschnitten werden. 

Nach dem Restsatze, $ 1,1I., wird die Schaar g{ auf fZ erhalten, 


indem man durch irgend eine Gruppe aus gÜ eine beliebige zu fZ adjungirte 


m 











ner 


der 


ten 
als 
Le 
nte 
uf- 
ion 
ul- 


len 


ver 
“ür 
ass 
ler 
se] 
on 


Sc! 


he 


1. 
Te 





Noether, zur Theorie der algebraischen Raumeurven. 283 


Curve „te Ordnung legt; die durch die weiteren Schnittpunkte dieser Curve 
mit f# gehenden adjungirten Curven a!“ Ordnung schneiden die Schaar aus. 
Wir nehmen insbesondere eine Gruppe 7’, aus g\’ und legen durch dieselbe 
die Gerade, verbunden mit irgend einer zu f} adjungirten Curve (n— 1)!“ 
Ordnung, %,_,, wobei » für p=0 nur gleich m—1, für p > 0 höchstens 
gleich m—2 angenommen zu werden braucht; durch die Schnittgruppe @;. 
wo k=(n—1l)m—2h, von w,_, mit 


Curven a'e Ordnung gelegt, welche g{ ausschneidet. 


» wird die Schaar $ 1,4., (5.) von 


m 


Fürp<Zm-—2 hat nun die irredueible Curve fZ keiner weiteren Be- 
dingung zu genügen, um die Projeetion einer Raumeurve R/, zu sein: denn 
die von den Geraden ausgeschnittene Schaar y{? bildet dann immer, wie 
schon im $ 2 benutzt wurde, einen Theil einer linearen »’-Schaar, die f} 
in eine R#, überführt. 

Für p>m-—2 wird die Schaar g( eine Specialschaar, so dass man 


n=m-—3 setzen kann ($ 1, 11). Die A Doppelpunkte von f} müssen also 
jetzt auf einer Curve (m — 4)! Ordnung, w,_,=w,_;, liegen. Aber man 
kann weiter schliessen: Nach dem AR.-R.schen Satze ($ 1, III.) hat die 
Schaar g@ auf fi eine Restschaar g/, wo 


R=m(m—-4)—2h, r=1!1(m—2)(m—3)—h; 


und diese Schaar kann aus f} ausgeschnitten werden von der in einer 
Gruppe von yS treffenden Geraden, verbunden mit den zu f} adjungirten 
Curven (m—4)te Ordnung, d. h. von den letzteren allein. Diese Curven 
bilden noch eine x’-Schaar, haben also noch eine Uonstante mehr, als wenn 
die A Punkte eine willkürliche Lage hätten. Umgekehrt folgt aus dem 
R.-R.schen Satze, dass, wenn die zu f? adjungirten Curven (m — 4)!" Ord- 
nung eine lineare »c’-Schaar bilden, dann auf f} als Restschaar eine Schaar 
9. liegt, in welcher die Schaar y{ enthalten ist. Man hat also den Satz: 
I. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass eine irredueible 
ebene Curve f# die Projection einer RZ, von einem beliebigen 
Punkte des Raumes aus, sei, ist für p — m—2 die, dass die h 
Doppelpunkte der fZ für die adjungirten Curven (m — 4)!" Ordnung 
nur A—1 Bedingungen darstellen®*). Für p <m—2 herrscht keine 
Bedingung. 


Stellt man nach (B., N.), $ 9. das Gleichungssystem auf, welches 


—— mm 


*) Vel. aueh (V.), P- 82. 


36 * 
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aussagt, dass die durch A—1 der Doppelpunkte von f? gehenden Curven 


(m — 4)! Ordnung auch durch den At" hindurchgehen, so erhält man ein 
System von p—m-+5 Gleichungen zwischen den Parametern der A Doppel- 


punkte. Da nun die Bedingungen der A Doppelpunkte und dieses System 
im Ganzen A+(p—-m+3) oder weniger von einander unabhängige Be- 
dingungsgleiehungen vorstellen, so folgt nur, dass für p = m—2 im Ganzen 
wenigstens "+9 =7-(@7=m43) —_ o0*”* ebene Projeetionseurven fZ existiren, 
(seht man alsdann zu der Raumeurve R’, über, so ist durch das willkür- 
liche Projeetionscentrum O und durch fi der Kegel über f4 bestimmt: für 
das Monoid ist zwar w,_, = w,_, noch auf &” verschiedene Arten wählbar. 
aber die Schaar gf bleibt hierdurch unverändert. Dagegen kann dann an 
Stelle der Curve w, ($ 1, 4.) noch irgend eine Curve der Schaar (5.) $ 1,4. 
gesetzt werden, so dass die Transformation von fZ in RZ, noch vier neue 
Constanten einführt. So folgt: 

dass für p—m-—2 die Öonstantenzahl der Gesammtheit der KR 

wenigstens 4m beträgt: 
ein hesultat, das weniger allgemein ist, als das im vorigen Paragraphen 
abgeleitete. 

Aus dem >Natze I. folgen von selbst auch Sätze für die adjungirten 
Curven C,„_s, EC, ete. Man lege nämlich durch irgend 4:G@-+1)—1 der 
h Doppelpunkte von f} eine Curve C,_, der @—1)tn Ordnung; sei P ein 
weiterer Doppelpunkt. Kann man nun durch die A—-Li@-+1) übrigen 


‚y 


Doppelpunkte eine Curve der Ordnung m—i—3, C,„_;_,, legen, so hat man 

in ©; ,+C,-;3 eine C,„_,, welche durch A—1 der h Doppelpunkte geht. 

also auch durch ?. Nimmt man aber P unter den Doppelpunkten beliebig an. 

so sieht man, dass diejenige der beiden Curven, welche durch P geht, auclı 

durch alle A Punkte gehen muss. Ist nun d = 1m—2, so ist dies nach $ 1, 4. (7. 
für die Curve ©, unmöglich, tritt also für C,_;_, ein. Dies sagt aus: 

II. Kann man durch k —4:(@-+1) der k Doppelpunkte der Projections- 

eurve fk eine adjungirte Gurve der Ordnung m—i—3 legen, wo 

m—i— 3 —4m—1, so geht dieselbe auch durch die übrigen Li(i-+] 

Doppelpunkte *). 
Die A Doppelpunkte stellen für die adjungirten Curven C,_, , also 


höchstens A—4i(ö +1) Bedingungen dar. 


R) [Vgl. ausser (V.) noch ($’.), No. 2.] 
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Man kann nun aber auch Beziehungen zwischen diesen Bedingungs- 
zahlen und zwischen den Ordnungszahlen der Flächen aufstellen, auf wel- 
chen die haumeurve R/,, deren Projeetion fl ist, liegt. 


Die Raumeurve RZ, sei derart, dass x’ ' Flächen “® Ordnung, F,, 
durch sie hindurchgehen, aber nieht mehr. Die Gesammtheit der Flächen 
jter Ordnung trifft dann F; in einer linearen x’-Schaar von Gruppen von je 
mi Punkten, wo g=4(i+1)@+2)@+3)—1—k, der eine eben solche Schaar 
g„, auf fl) entspricht. Sei nun p > mi—q, so wird g,„; eine Specialschaar 
und hat, nach $ 1, III., eine Restschaar g;. wo 


R=m(m—-i—5)—-2h, r=g+1m(m— i—5)—h 


mi 3) m-d-[h-HiG+DGaHD + 


wird. Legt man, um diese Schaar g7; auszuschneiden, die Curven (m — 3)!" Ord- 
nung durch eine solche Gruppe von g,„;, welche aus dem Schnitt von i Ge- 
raden besteht, so sieht man, dass g/; durch adjungirte Curven (m—:— 3)" 
Ordnung ausgeschnitten werden kann. Hieraus folgt: 

II. Sei p>mi—-1Gi+D)Ük+2)i+3)+1+k, wo k=0,1, 2, 
i=1, 2,... sein kann. Wenn dann die a Doppelpunkte von f% 
für die zu f# adjungirten Curven (m —i—3)te Ordnung mehr als 
h—li(@+1)(@+2)+% lineare Bedingungen darstellen, so muss 
R# nothwendig auf wenigstens »* Flächen i® Ordnung liegen. 


m 


Anwendung auf die vollständige Schnitteurve zweier Flächen und die Schnittenrve, deren Rest eine 


ebene Uurve ist. 


F. von den 


Sei die Raumeurve AR} als Schnitt zweier Flächen F,, F, 
bez. Ordnungen u, v für u v, gegeben, und der Rest eine ebene Schnitt- 
eurve von einer Ordnung m’ < u. Hierbei wird 

h = !(2m —- ur)(u—1)(v—1). 


‚“«+r—4)ter Ordnung und insbesondere den Theil, welcher aus der Ebene 
durch die Resteurve, verbunden mit «+»—5 Ebenen durch den Projections- 
punkt O besteht, so erkennt man, dass auf der Projeetionseurve f} diejenigen 
Punktgruppen, welche aus je m(u+r—5) auf u+v—5 Geraden liegenden 
Punkten bestehen, durch zu fi adjungirte Curven (m— 3)! Ordnung aus- 
geschnitten werden können. Dies sagt aus: 


Betrachtet man hier nach $ 1, VII. die zu R} adjungirten Flächen 
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dass die niedrigste Curve, welche durch alle Doppelpunkte der Pro- 
jeetionseurve f,; hindurchgelegt werden kann, für m > 0 von der 
Ordnung m — u—v+2; für m =0, d.h. wenn AR} eine vollständige 


Le) 


Schnitteurve ist, von der Ordnung m — u—-v+1=(u-—1l)(v —1) ist*), 
Wie am Schlusse des $ 3 ergeben sich hier die weiteren Sätze: 
Sei — u+rv—5 und ö<u; dann giebt es immer zu f,) adjun- 
girte Curven (m—i—3)ter Ordnung, und für diese stellen die A Doppel- 
punkte von f„ nur 
h—-ti(i+1)(+2) 
lineare Bedingungen dar. 
Für alle© = u+r—5 giebt es zu f adjungirte Curven (m—i—3)t" 
Ordnung, und für diese stellen die A Doppelpunkte von f, nur 
h—-HÜ+)E+2)+.Gi-url)d—u+2)i—u+B), 
bez. 
h-Hi+DdE+2Dd)+tG—urld)li—ur+r2)i—u+5) 
+1G—v+1l)Gi—v+2)(i—v+5) 
lineare Bedingungen dar, je nachdem u <-i<rv, bez. i—rv— u ist. 
Für « =0 kann i bis zur Grenze u+v—4 gehen **). 


II. Abschnitt. 


Untersuchung der haumeurven mittelst Schnitte allgemeiner 
Flächen. 


$ 5. 


Ein Huülfssatz über ebene Curven. 


Für den folgenden Paragraphen, sowie weiterhin, wird ein Hülfssatz 
gebraucht, der sich auf ebene Curven ohne vielfache Punkte bezieht und der 
hier entwickelt werden soll. 


*) [Hiernach ist der Satz von (S$’.), No. 6, unzutreffend.] 

##) ])jieser Satz für «’ —= 0, nämlich, dass die durch einen beliebigen Punkt des 
Raumes gehenden Sehnen der vollständigen Schnitteurve zweier Flächen a'” und v 
Ordnung auf einem Kegel der Ordnung (“—1)(»—}) liegen, ist auch bei (V.), p- 0», 
gegeben; ist aber nicht, wie dort bemerkt, als bekannt, sondern als neu zu betrachten, 
da der bekannte Satz sich auf eine Fläche, nicht Kegel, der Ordnung (u— 1)w—1) 
bezieht. 
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Die Aufgabe ist, auf einer solehen Curve f 


u» 


von der alten Ordnung, 
die Gruppen von je Q Punkten, 6 


;’, anzugeben, welche einer linearen 
Schaar von grösstmöglicher Mannigfaltigkeit q angehören; und der Satz sagt 
zunächst aus: 
dass dieses g gleich ist der Mannigfaltigkeit g’ einer solchen Schaar 
yy? von je Q Punkten, für die ein Rest von auf einer Geraden 
liegenden Punkten existirt. 
Sei O0=ou—Pß, wo 0 = P<u ist, so wird g’ die Mannigfaltigkeit 
welche durch 5 auf einer Geraden 


der Sehaar 74? von Curven «te Ordnung, 


liegende Punkte gehen, unter Berücksichtigung von f,=0; d.h. es wird: 


1) g=tela+3)—P, für u>e  ß-1: 
2.) q=tola+3)-(a+1l)=Ila—1)(e +2), für a< ßBß—1: 
3) d=0-Lu—1)(u—2), für u—e. 


Der Fall (3.) liefert kein anderes g’ als das g einer beliebigen Schaar 
9’: im Falle (1.) hat man dasselbe g’, als wenn die Q Punkte überhaupt 
nur auf einer Curve «' Ordnung liegen; im Falle (2.) zerfällt jede Gruppe 
aus 7’ in u—P auf einer Geraden liegende, für alle Gruppen feste Punkte 
und in (@—1)u bewegliche Punkte, welche von den Curven (@—1)' Ord- 
nung ausgeschnitten werden. Nimmt man in diesem Falle (2.) die u—/? 
festen Punkte statt auf einer Geraden ganz beliebig auf f, an, so erhält 
man noch immer dasselbe g;; und dieselbe Schaar existirt auch für « = P—1. 

Wir beweisen nun: 

dass die Schaaren g4” mit der Maximalzahl g überhaupt keine 
anderen sind als die letztgenannten; d.h. also für Q —_ u(u—3) 
und (1.) «e—P—1 Schaaren von Gruppen @,, deren Punkte auf 
einer Curve ate Ordnung liegen; (2.) «= P—1 Schaaren von 
Gruppen @,, welche aus «—P festen, im Uebrigen beliebigen 
Punkten und aus (@—1)u beweglichen auf einer Curve («— 1)!“ 
Ordnung liegenden Punkten bestehen. 

Zum Beweise beachte man, dass man nur den Fall (1.) zu behandeln 
braucht; denn im Falle (2.) tritt der Fall (1.) für die Restschaar auf. Sei 
also «a — P—l, ’=ta(a+3)—P, und GP eine Gruppe aus einer Schaar, 
für die qg — q'. 

Für die Restschaar g%’ wird r— 4(u—a—3)(u—e). Die dieselbe 
ausschneidenden Curven (u— 3)te" Ordnung können alle zerfallen; und sie 
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mögen alle in eine feste Curve Ordnung C,, <a, und in Curven 
(u—i— 5) Ordnung C,__3, die nicht alle redueibel sein werden, zerfallen. 
C, möge durch w—y, C,_;_; durch die (e—Ö)u—P+y übrigen Punkte von 
G\’ gehen. 

Auf einer solehen irredueiblen Curve C,_;_, erhält man dureh den 


Schnitt mit den übrigen Curven C,_; ,; noch eine x” '-Schaar von Gruppen 
von je 
S = (u-i-3)(u— a—3)—- (ee —-Hi+3)—P+y] 
Punkten. Hierbei wird für « =i+2 das zweite Glied von 8 
-HÄÜ+M)-PıtYyZi+3—, 
wie man sieht, indem man für % den grössten Werth «+1 setzt: also 
S<—(u-i—-3)(u—a—3)—3. 

Nun kann man den für f, zu beweisenden Satz für die irredueible 
C, ;; als bewiesen ansehen; von den betrachteten Gruppen auf C, _; 
a) —-3 


kann es dann höchstens eine au 9 


-Schaar geben. Da es aber 


1 - a 3)(u—a)—1 


wenigstens eine x! —= x -Schaar geben müsste, folgt: dass 
i>a—2 sein muss. 

Da somit die Gruppe @” für gg’ entweder auf einer C, liegt. 
oder (@—1l)u—y der Q Punkte auf einer C,_, liegen, während die übrigen 
u—P+y Punkte der Gruppe für die durch sie gehenden C,_,., nieht mehr 
als «—a—1 Bedingungen ausmachen, so folgt leicht, dass für « = P—] 
nur die im Satze angegebenen Schaaren existiren. 

Spricht man die Aufgabe so aus: Gruppen anzugeben, durch welehe 
die Maximalzahl von Curven v!® Ordnung hindurchgeht, so leitet man, 
indem man das Vorstehende auf die Restschaar anwendet, den Satz ab: 

Soll auf f, die Gruppe @,, wo Q beliebig und = au— P, 0 —P <u, 
derart sein, dass, unter Berücksichtigung von f,=0, möglichst 
viele Curven von jeder beliebigen Ordnung » — « hindurchgehen. 
so ist nothwendig und genügend, dass @, eine auf einer Geraden 
liegende Gruppe von 3 Punkten zum Rest hat. 


86. 
Die Curven vom Maximalgeschlecht auf einer Fläche von gegebener Ordnung. 
‘s soll in diesem Paragraphen mit Hülfe des vorhergehenden Para- 
graphen ein dem letzten Satze desselben ganz analoger Satz, der sich aber 
auf Flächen, statt auf ebene Curven, bezieht, nachgewiesen werden: 
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dass die Curven AR,, von gegebener Ordnung m, welche auf einer 
irredueiblen Fläche F,, 
das grösstmögliche Geschlecht haben, diejenigen Gurven A 
welche eine ebene Resteurve auf F, besitzen *). 


Sei 


von der Ordnung u, liegen sollen und 
sind, 


m 


no A) et ce 
m=au—D U<P- 1): 


m 


mit einer durch R, gehenden Fläche F,, «" Ordnung; so dass ($ 1,3. 


’ 


R, eine ebene Curve Pte Ordnung auf F,, R/; der weitere Schnitt von F, 


1 = 4B-DB-2) + Fan -2P)(u+a—N), 
h = I(au—2P)(u—1)(e -1), 


s = Pluta-B—1). 


Die zu untersuchende Curve sei RX. Um nun zunächst den Beweis 
zu führen, dass p immer — n wird, suchen wir eine obere Grenze ı für 
die Mamnigfaltigkeit aller Flächen vr Ordnung, welche überhaupt dureh 
eine R, von irgend einem Geschlecht p gehen können. Nimmt man aber 
das willkürliche » genügend gross an, so ist bekannt (und wir werden es 
in $ 7 wiederfinden), dass es nicht mehr als v»m +1—p lineare Bedingungen 
für F, ausmacht, wenn F, durch R%, gehen soll. Man hat dann also 


Ez TEE 7 7ER A en m 
+1) +2) +3) —1—- (vm +l—p) = r, 


und damit eine obere Grenze für p. 

Um die Zahl = zu finden, betrachten wir den in einer Ebene & 
liegenden ebenen Schnitt f, von F, und auf demselben die Punktgruppen, 
welche von den durch AR, gehenden Flächen F, ausgeschnitten werden. 
Hiermit vergleichen wir die analogen auf R7 bezüglichen Zahlen. 

Die f, wird von der Curve R%, in einer Gruppe @, von m Punkten 
getroffen, durch welche alle betrachteten Flächen F, gehen; die auf f, aus- 
geschnittenen beweglichen Gruppen bestehen also aus Gruppen @ 
je vu—m = (v— oe) u+P Punkten. 

Wenn man nun sämmtliche Flächen F, sucht, welche durch R%, gehen, 
so hat man dieselben aus verschiedenartigen Flächen zusammenzusetzen, 
und zwar 


von 


vum 


*) Vgl. für den Satz auch (V.), p. 64. 
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aus allen Flächen F 


—„, verbunden mit F,; 
aus allen F, dureh R%,, welche auch vermöge F,= 0 nicht in die 


Ebene’ und Flächen F,_, durch R%, zerfallen; 


aus €, verbunden mit allen F,_;, durch R%,, welche auch vermöge 
F,= 0 nicht in e, verbunden mit Flächen F,_;_, durch R%, zerfallen: 


) 


Diese Flächenarten sind der Definition nach linear von einander 
unabhängig; und es mögen in (1.), (2.), ..., @-+2.), ... der Reihe nach 


Me DE TORTE VEgpage 


linear von einander unabhängige Flächen existiren. Dieselben Zahlen in 
Betreff der Raumeurve R} seien bez. 


Ka a ai 


b) 

wobei #=/ wird. Um die Zahl /, auszuwerthen, kann man nach dem Rest- 
satz statt AR, irgend eine dazu corresiduale Curve gleicher Ordnung setzen. 
insbesondere eine Curve R,._n., die vollständiger Schnitt von F, mit einer 
Fläche (@«—1)te Ordnung, F,_,, ist, in Verbindung mit einer ebenen Curve 
R,.-;. Die durch diese AR), gehenden »'”" Flächen F,_, zerfallen dann 
vermöge F,=(0 in die Fläche F,_,, verbunden mit den durch die ebene 
Curve R,_, gehenden Flächen F,_;_..., welche nicht e zum Factor haben. 
Man beweist aber leicht allgemein, dass solche durch eine ebene Curve 
R,_; gehenden Flächen F,_._.., vermöge F,=0 und e=0 genau die- 
selbe Mannigfaltigkeit bilden, als vermöge einer ebenen Curve f,=0 die 
ebenen Curven C,_,; .„,., welehe durch «—/ auf einer Geraden liegende 
Punkte von f, gehen. Hieraus folgt also nach $ 5: dass die Mannigfaltigkeit 
—1 genau übereinstimmt mit der Mazimalzahl der Mannigfaltigkeit einer 
Schaar von Gruppen G,»-u-y+s auf fu, wo i=(, 1, ...., v—a sein kann. 

Da nun die durch RZ, gehenden Flächen F,_, die Curve f, in einer 


>" -Schaar von Gruppen G@,,-.-n+; treffen, so hat man nothwendig: 
Sl, 
Daher wird die Gesammtmannigfaltigkeit der durch die Raumeurve 
R?, gehenden Flächen »te Ordnung 
zt=l+h+l,+.-+1_-1, 


und nach dem oben Gesagten hat man hiermit zugleich eine obere Grenze 


für p, welche aber nach der Definition der Curve R}, mit n übereinstimmt. 
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Sucht man jetzt die allgemeinste Curve RZ, auf F,, deren Geschlecht 

p=n ist, so muss für eine solche Curve 
ktkrt +Kh_. sun orit+ +. 
werden, also, da alle Zahlen k und / positiv oder O0 sind und A, — 1: 
Ka G=0,1,...,v—e) 

Da insbesondere /,_, >0 ist, so folgt auch 

>60, 
d.h. durch eine solche R},, für die p=n ist, muss eine Fläche «'“ Ordnung 
hindurchgehen. Da nun ein Restschnitt, von einer Ordnung < u, sein 
Maximalgeschlecht nur dann erhält, wenn er ein ebener Schnitt ist, so ist 
der Beweis des Hauptsatzes dieses Paragraphen vollständig erbracht. 

An diesen Satz lassen sich einige für die T’heorie der Raumeurven 
wichtige Bemerkungen und Folgerungen knüpfen. 

Die Fläche F, war (wegen des Schnittes f,) in dem Satze als 
irreducibel vorausgesetzt; die Raumeurve AR}, dagegen, welche das Maximum 
rı des Geschlechts hat, kann irreducibel oder redueibel sein, und das letztere 
wird dann jedenfalls eintreten, wenn @ <P ist. 

Weiss man nur, dass AR, überhaupt auf einer Fläche ute Ordnung, 
F,, liegt und ist p>n, so muss also F, redueibel sein. Ist zu gleicher 
Zeit RZ, irredueibel, so folgt, dass AR, auf einer Fläche von niedrigerer, als 
uter Ordnung, liegt. — Aber man kann unter Umständen noch weiter schliessen. 

Für «— P kann man die F,, welche A}, aus F, ausschneidet, eben- 
falls irredueibel annehmen, daher folgt: 

Für «&— P hat man für das Geschlecht der Raumeurve R,,_, die 
gleiche obere Grenze n,=n auf F, und F,. 

Für e<<ß wird die F,, die durch AR, geht, redueibel, und man hat 
dann den Satz: 

Für «e<<P hat eine irreducible Fläche F, eine andere obere 
Grenze rı, des Geschlechts der R,,_,;, als zn, und zwar ist a, < nr, 

Denn man kann dann für die R,,“ auf einer solchen F, auch eine 
irredueible F, angeben, welche R,“ enthält, ohne dass der Restschnitt, von 
einer Ordnung —c«, von F, und F, eben wird. 

Ebenso haben alle irredueiblen Flächen F,, für welche u >v > « 
ist, für die Curven R,,_, eine obere Grenze n, des Geschlechts, 


u 


für welche n,<—_n. 
37* 
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Sei nämlich 
m = (aH)w—P,;, 
wo 


EA <uri, 


also 
uU > U, > MU, De U, Be _ ... > U, De 0 + k 
werden sollen. Für die irredueiblen Flächen F,,; und F,, hat man bei R, 


dasselbe Maximalgeschlecht z,,;=7,, wobei diese R, selbst irredueibel ge- 


Hi? 
nommen werden kann. Diese R, liegt dann zugleich auf einer irredueiblen 
Fläche F,, „ woraus für das Maximalgeschlecht ,, | der AR, auf F,. 


folgt, dass 7, —N,,, Wird. Es wird sogar A, > Ray, weil R,, durch 


1 
die niedrigstens die Fläche (@+öJter Ordnung, F,,,, geht, auf F, keinen 
ebenen Rest haben kann. — Für die Flächen F,, deren v zwischen zwei 
Zahlen «, und «,_, fällt, sieht man analog mit Hülfe des vorhergehenden 
Satzes, das n, Zn, <r,, , wird. 
Daher bilden, wenn die Flächenordnung von « auf «+k steigt 
(@«+k<Z u,), die Maxima von n, für die Curven R, auf den irre- 
dueiblen Flächen F,, F,;1, --. F,;, eine absteigende Reihe 


Tu» Ta+13 Ta+ks 


und wenn die Flächenordnung von u, (= «+ k) weiter auf «, steigt, 
wieder eine aufsteigende Reihe, welche der vorhergehenden gerade 
entgegengesetzt 18t: 


TL,, 


ur — Tarrs 7 = Nr ++ Au, N: 


Mk—1 ui 
während die z, für irredueible Flächen F,, deren v sich zwischen 
zwei Zahlen u, und «,_, einordnet, sich ebenfalls zwischen die 
betreffenden 7z,, und 7, , einordnet oder mit z,, zusammenfällt. 
Hieraus folgt weiter: 
Seip_>n, wo n das Maximalgeschlecht für die Curven AR, auf der 
irredueiblen Fläche F, ist; dann wird auchp>n>n, >n,;1. 
Weiss man nun, dass diese irredueible A, auf einer Fläche u“ 
Ordnung liegen muss, so muss dieselbe auch nothwendig auf einer 
Fläche («@—1)ter Ordnung liegen. 
Die Betrachtung über die Reihe der z,, 7.11, -.. liefert sogleich 
noch einen wichtigen Satz. Sucht man den absolut grössten Werth von 
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p für die Raumeurven mt® Ordnung, so ergiebt sich, dass man « möglichst 
$) | niedrig nehmen muss. Dies heisst aber: 
Die nieht ebenen Curven mt® Ordnung vom Maximalgeschlecht 
müssen auf Flächen zweiter Ordnung liegen; sie werden auf den 
F, erhalten, indem man als Rest auf F, einen ebenen Schnitt nimmt, 


: . A) 1. m 
also: indem man die F, durch Flächen der Ordnung bez. dureh 





R, 2’ 
| m-+-1 i . . 

re | Flächen der Ordnung —,—, welche durch eine Gerade von F, 

en | gehen, schneidet. Dieses Maximalgeschlecht wird daher an | 

i-1 (m—A)(m-—3) 4 

2 bez. a ). 

en ii 

| $ 7. 

el Die Bedingungen, dass eine Fläche #4 durch eine gegebene Raumcurve R”’ hindurchgehe. 

en Die Raumeurve AR’, nehmen wir als irredueibel an. — Wir setzen 

. N, = 4(u+1)(u+2)(u+3)—1. 

E Es giebt, wie man leicht zeigt, immer irredueible Flächen F,_,, 
m --1)te Ordnung, welche durch R3, gehen; auch irredueible F,_, durch R%., 
ausgenommen, wenn RZ, auf einer F, liegt und p= ist. 

Wir behandeln allgemeiner die Bedingungen, unter welehen überhaupt 
st, eine Fläche «t Ordnung, F,, durch eine irredueible R%, geht. 

le | Sei zunächst 

(1) um >2p—2, 
(2.) p— um—N,+1; 

n | da die 0°“ Flächen ute Ordnung die Curve A, in Gruppen @,, treffen, 

ie von denen wegen (1.) nur ©“”” auf R3, existiren können ($ 1, II.), so folgt: 

t. | Unter den Bedingungen (1.) und (2.) muss wenigstens eine lineare 

oo"?! Schaar von Flächen F, durch RZ, gehen. 
Tr | Dieses Resultat lässt sich aber erweitern. Nimmt man an, dass be- 


reits 00°"! Flächen F, durch R7, gehen, so erhielte man auf R%, durch den 


m 


@ ” e a} N - 4 Y . * 
Schnitt mit allen F, noch ©“ (Gruppen G,,„ von je um Punkten. Sind 


*) Dieser absolut grösste Werth von p oder der entsprechende absolut kleinste 

h | Werth von A wird von (H.), Bull, II, p. 42, direet erhalten, indem in $1, 4, (d.) zwei 
| verschiedene Curvenschaaren, welche dieselbe &°-Schaar von Punktgruppen ©) aus 

[# ausschneiden, nach dem Restsatze mit einander verglichen werden. 
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nun um—(N,—4)+1 Punkte einer solchen Gruppe ganz willkürlich wählbar, 
d. h. ist 
um—(N,—AM)+1 << N,—h 
oder 
(3) um < 2(N,—A), 


4) pD> um-(N,—h), 
so muss nach Satz III. des $ 1 noch wenigstens eine weitere Fläche F, 
durch R}, gehen. Da nun die Bedingung für die Annahme, dass Joh=! 
Flächen F, durch AR}, gehen, durch (3.), (4.) von selbst erfüllt ist, so folgt: 
Wird der grösste Werth der ganzen Zahl A, welcher den Un- 
gleichungen (3.), (4.) Genüge leistet, nicht negativ, so hat man 
die hinreichende Bedingung, dass durch R%, eine lineare &?-Schaar 
von Flächen F,, und im Allgemeinen auch keine weitere F,, hin- 
durchgehe. Insbesondere (für 4=0) stellen 
(3.) um < 2N,, 
2) p=Z um-N,-+ 
die hinreichenden Bedingungen dafür dar, dass durch die AR, über- 
haupt eine F, gehe. 

Der oben aus (1.), (2.) geschlossene Satz ist ein specieller Fall dieses 
Satzes. Ein Fall, der über die Grenzen (3.), (4.) hinausgeht, lässt sich mit 
Hülfe des Satzes 1II”. des $ 1 analog erledigen: 

Für 


und ist ferner 


(3) ar 

| p um— N, +1 

muss ebenfalls eine F, durch R%, gehen. 

Zu diesen Sätzen, welche für eine specielle Curve R4, nur eine obere 
Grenze für die Zahl der F, aufzulegenden Bedingungen geben, damit F, 
durch RZ, gehe, tritt noch ein weiterer Satz, welcher diese Zahl in gewissen 
Fällen genau angiebt. 

Die Zahl der Bedingungen war für eine F,, für welche um > 2p—2, 
höchstens um +1—p. Für um <= 2p—2 konnte diese Zahl auch > um+1-p 
werden. Für um >2p—2 kann der Fall, dass die Bedingungszahl < um+1-p 
ist, dann eintreten, wenn R3, keine allgemeine Curve ist. Nun ergiebt aber 
der Satz VII. des $ 1, dass, wenn AR», der Schnitt zweier Flächen F,, F, 
und die Resteurve R%, irredueibel ist, dann vermöge F,=0 und F, =V" 


jum — 2N 
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genau oc’! Flächen F,,,-, durch RZ, gehen, d.h. dass für diese F,,,_, 
die Curve RZ, genau m(v+v,—4)+1—p Bedingungen ausmacht. Für jede 
Fläche F,, wo u—v+rv,—4, kann also R7, auch nicht weniger als mu-+1—p 
Bedingungen darstellen; also: 
Für alle Flächen F 


u» 
übersteigt, stellt eine R%,, wie speciell diese Curve auch sei, genau 
mu --1—p Bedingungen dar. Eine Grenze kann dadurch gefunden 
werden, dass man, wenn man durch R?, zwei Flächen der Ord- 


nungen v und v, legen kann, die sich weiter in einer irredueiblen 


deren Ordnung u eine gewisse Grenze 


Resteurve schneiden, u —»v-+r,—4 nimmt. 
Man kann noch den Satz hinzufügen: 
Wird die Curve A%, durch den Schnitt zweier Flächen F,, F, er- 
zeugt und kann man durch die Resteurve eine Fläche der Ord- 
nung v»+rv,— u—4 legen, welche nicht in der Form AF,+BF,, dar- 
stellbar ist, während die Resteurve im Uebrigen ganz beliebig, 
z. B. redueibel sein kann, so kann eine Fläche F,, um durch R%, 
zu gehen, mehr als mu-+1—p Bedingungen zu erfüllen haben. 
Denn die Flächen F, schneiden AR, unter den angegebenen Um- 
ständen in einer Speecialschaar. 


g 

$ 8. 

Die Bedingungen, dass eine Fläche F, durch eine auf einer Fläche F„ gegebene Raumcurve RX, 
hindurchgehe. 


Für die örredueible Raumeurve R%, nehmen wir jetzt an, dass bereits 


eine irreducible Fläche ut Ordnung, F,, auf welcher R%, liegt — etwa 
die Fläche niedrigster Ordnung, die überhaupt A, enthält — bekannt sei. 


Wir behandeln hier die Bedingungen, unter welchen eine Fläche 
vier Ordnung, F,, durch R%, hindurchgehe, ohne dass die F, die F, zum 
Factor enthalte. Dabei sei 

v—_u—3, 
W.=N-N_.-1l 81.) 
—= L(u—1)(u—2)(u—3)+4ur(w— u+4). 
W, stellt die Mannigfaltigkeit aller Schnitteurven w.»t° Ordnung dar, in 
welchen F, von sämmtlichen Flächen »t" Ordnung geschnitten wird. Wie 
in$ 7 hat man zunächst: 
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Unter den Bedingungen 


1) vm>?2p—2, 
(2.) p=Zvm—W, +1 
muss wenigstens eine lineare oo" ”“""""?""_Schaar von Flächen F, 
von denen keine F, zum Factor hat, durch R7, gehen. 
Allgemeiner folgt, genau wie in $ 7: 
Dass die Ungleichungen 


3)  m<2(W,,.—h, 

(4.) p>vm—W, +4 
eine nicht negative grösste Lösung für die ganze Zahl 4 zulassen, 
ist die hinreichende Bedingung dafür, dass durch die auf der F, 
gelegene irreducible Curve R%, noch eine lineare &’-Schaar von 


Flächen vt* Ordnung, die F, nicht zum Factor haben — und im 
Allgemeinen auch keine weitere F, — hindurchgehe. Insbe- 


sondere stellen 
3.) vm<2W,,, 
(2.) p- vm—W, +1 


die hinreichenden Bedingungen dafür dar, dass durch diese X 
überhaupt eine von F, verschiedene Fläche vt® Ordnung (die 
nämlich F, nicht zum Factor hat) hindurchgehe. 

Wenn (2.) nicht erfüllt ist, so wird es eine specielle, die R%, charak- 
terisirende Eigenschaft sein, wenn RZ, trotzdem auf einer von F, ver- 
schiedenen Fläche F, liegt; ob nun (3..) erfüllt ist oder nicht. Ist ferner (2., 
erfüllt, nieht aber (3'.), so geht entweder eine von F, verschiedene F, dureh 
R;,, oder die von den F, auf R%, ausgeschnittenen Punktgruppen bilden eine 
Specialschaar ($ 1, IL). Die für diesen Fall gültige Relation 


(4) vmZ2W,, 
schreibt sich auch, wenn man 
vu = m+m' 
setzt: 
(4) vr. Iu(n—4)—m) = Ilu-L)(u—2)(u -3), 
setzt also nothwendig 
5.) m <u(u—4) 
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voraus. Sie liefert, wenn m und u gegeben sind, in (4.) eine obere Grenze 
für v, während 
6.) vum 


eine untere Grenze von v liefert. 


89. 
Fortsetzung. 1. Restmethode. 2. Methode des ebenen Schnittes. 

1. Auch im letzten Falle des $ 8, wobei (2.) und (4.) erfüllt sind, 
existirt eine auf dem Restsatze V. des $ 1 beruhende Methode, welche in 
einem sehr allgemeinen Falle nachweist, ob sich durch R%, eine von F 
verschiedene Fläche F, legen lässt. Wir bezeichnen diese Methode als 
Restmethode. 

Sei wieder vu=m-+m'. Durch RZ, möge eine von F, verschiedene 
Fläche (+1)! Ordnung gehen, welche F, „treffe. 
Durch diese Curve R,,. lege man wieder rückwärts eine Fläche der Ord- 


nung v,+1, welche F, weiter in einer Curve AR); treffe. Diese Curve R% 


m, 


14 


in einer Resteurve R,,. 


wird der gegebenen Curve AR, corresidual sein. Kann man daher nach- 
weisen, dass durch R}; zugleich eine Fläche v,'® Ordnung geht, die verschieden 


ist von F,, so ergiebt der Restsatz V., $ 1, dass auch durch R}, eine von 


F, verschiedene Fläche v!® Ordnung gehen muss. 
Wendet man aber auf diesen Nachweis den Hauptsatz des $ S an, 
so folgt: 
Wenn (2.), (4.) des $ 8 erfüllt sind, während AR%, auf einer von 
F, verschiedenen Fläche F,,, liegt, und wenn sich durch den Rest 
des Schnittes von F, mit der F,,, eine Fläche F 


legen lässt, welche F, weiter in einer irredueiblen Curve schneidet 


„x (9% > 8 
und für welche die Ungleichung 
r, Ju(u—4)— m! <4lu—1)(u—2)(u—B), 
für 
uv = m+m, 
erfüllt ist, so muss A, nothwendig auch auf einer von F, ver- 
schiedenen Fläche F, liegen. 

Die Anwendbarkeit des Prineips dieser Methode ist mit dem ange- 
gebenen Hauptfalle noch nieht erschöpft. Man möge nämlich durch die 
esteurve R,.,. auch eine Fläche te Ordnung legen können; alsdann 

Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 4. 38 











298 Noether, zur Theorie der algebraischen Raumcurven. 


braucht man nur die Annahme zu machen, dass alle Curven auf F, von 
niedrigerer als mt Ordnung, irreducible und reducible, schon behandelt 
sind, um jene Frage für die AR2, als erledigt betrachten zu können. Denn 


! 


die Resteurve der A,,,„ wird jetzt von niedrigerer als mt Ordnung. Die 
Frage aber, ob durch R,;. eine von F, verschiedene Fläche »te Ordnung 
gehe, beantwortet sich nach dem Hauptsatze des $ 8 (und Formel (5.) des 
$ 5) jedenfalls dann direct, wenn m— u — u(u—4), d.h. m — u(u—3) und 
R,.;. irredueibel ist; oder auch, nach der eben gemachten Annahme, dann, 
wenn m +u<<m wird. 

2. Neben die Restmethode stellt sich noch eine zweite, dieselbe in 
allen Fällen ergänzende Methode, um zu erkennen, ob durch eine auf einer 
F, gelegene Curve AR, eine von F, verschiedene Fläche F, gehe. Diese 
Methode des ebenen Schnittes beruht, wie die Untersuchung des $ 6, auf 
der Betrachtung der Punktgruppen, in welchen ein irredueibler ebener 
Schnitt f, von F, von den durch R7, gehenden Flächen getroffen wird. 

Es möge bereits nach irgend einer Methode, etwa nach der allge- 
meinen des vorigen Paragraphen, nachgewiesen sein, dass durch die Curve 
R;, noch ©’ Flächen (v-+1)te Ordnung, F,,,, die alle F, nicht zum Factor 
haben, gehen. Die Zahl 4 wird dann eine Function von p sein, und eine 
Grenze für A wird zugleich eine solche für p. 

Wenn nun keine dieser Flächen F,., in die Ebene durch den Schnitt 
f, und in eine durch AR, gehende Fläche F, zerfällt, erhält man auf /, 
durch den Schnitt mit den F,,, noch eine lineare »’-Schaar von Gruppen 
von je v+1)u—m Punkten. Sobald also iA, d.h. p, so gross ist, dass die 
Maximalzahl der Mannigfaltigkeit für eine Schaar von Gruppen von je (v-+1l)u—m 
Punkten der ebenen Curve f, überschritten ist, muss R}, auf einer von F,, ver- 
schiedenen Fläche v!" Ordnung liegen. Diese Maximalzahl ist aber bei deı 
Curve f, nach 85, (1.), (2.), (3.), einfach bestimmt. 

Ueberschreitet die Zahl 4 die genannte Maximalzahl um A,+1, so muss 
RV 


m 


auf »" Flächen vt* Ordnung liegen, die von F, verschieden sind. 
Genau so, wie man von den Flächen (»-+1)te Ordnung durch AR, auf 

die Flächen »te Ordnung durch R}, geschlossen hat, kann man nun von 

diesen auf die Flächen (v—1)!® Ordnung durch R%, schliessen; ete. Man 

kommt auf diese Weise zuletzt auf die obere Grenze n von p für alle auf 

F, liegenden Curven R,, ebenso wie es in $ 6 gegeben ist. 

In Bezug auf Anwendungen dieser Methode vergl. den $ 17. 

















NM 
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$ 10. 
Die Gesammtheit der Raumcurven RP. 

Um auf einer irredueiblen Fläche F, sämmtliche auf ihr liegende 
Raumeurven R%, zu erhalten, wird man einen Schnitt R%, von F, mit einer 
F, nicht mehr zu behandeln brauchen, wenn nachgewiesen ist, dass diese 
Curve schon durch eine Fläche F,_, aus F, ausgeschnitten werden kann. 
Demgemäss ergeben die Formeln der $$ 8 und 9 Grenzen für diesen Fall, 
wenn man dort v—1 statt v setzt. Da sich die Ungleiehungen 


r 


p>(v-D)m—W,_. 
v—-1l)m <2W,_,.; 
wenn man 
m+m = ur, 


(1.) 
A 


setzt, wo also p’ das Geschlecht einer Resteurve RZ, von R/, beim Schnitt 


/ N/ 43 
m—m)(u+r—4) 


von F, mit einer F, vorstellt, auch so schreiben: 
p > m (u—3) - Lu(u—1)(u—2)+1, 
v—1).)u(u—3)— m! <Lu—1)(u—2)(u--3). 


- 5 


so kann man die Resultate der $$ 8, 9 so zusammenfassen: 

Um auf einer irredueiblen Fläche F, alle irredueiblen Raumeurven 
R},, welche zugleich auf keiner Fläche niedrigerer als u! Ord- 
nung liegen, zu erhalten, nehme man die Zahlen » aus der Reihe 
der Zahlen u, u+1l, w-+2, ..., und zwar zunächst so gross, dass 
m = ur— m nicht negativ wird. Die oberste Grenze von v, welche 
man nicht zu überschreiten braucht, ergiebt sich daraus, dass man 
v kleiner wählen kann, als die kleinste Zahl »,, für welche die 

beiden Ungleichungen 
W,_,; 
2W,-: 
zugleich existiren. Sei p' durch (1.) gegeben. 


Wird dann 


„—- vl) m+p >U, 


— (n—1l)m >0O 


„dd 


a) Sm du dw dp, 


6b 
so nehme man auf F, alle Curvenarten R%,, durch welche noch 
eine F, gehen kann, und lege die Flächen F, durch diese R%. 
38 * 
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um KResteurven RZ, zu erhalten. Die so bei verschiedenen v (und 
m‘) erhaltenen Curven AR, werden im Allgemeinen von einander 
verschieden, und F, die niedrigste Fläche sein, welche durch Rr 
geht, ohne F, zum Factor zu haben; specielle Curven AR, können 
jedoch auf diese Weise auch mehrfach erhalten werden, indem 
zugleich eine von F, verschiedene Fläche F,_,, i>0, durch 
sehen könnte. 

Wird aber 





b) P>m(u—3)—tu(lu—])(u—2)-+1, 

so nehme man auf F, alle Curvenarten RZ, durch welche noch 
eine Fläche F, geht, für die 

—N.|uu Hm] > Hu—l)(u—2)(u—3) 
ist (also jedenfalls auch m’ < u(u—B3) ist, von u=3, m =( ah- 
gesehen), durch welche aber keine F, (v, Z w—2) geht, die F, 
in einer irredueiblen Resteurve schneidet, und wo 

9,—)).ju (uw — 3)—m) <Hlu—1)(u—2)(u— 3) 
ist; und schneide F, mit den durch die RZ, gehenden Flächen 
F,. Auch die bei Variiren von v so erhaltenen Curven RZ, werden 
im Allgemeinen von einander verschieden, und F, die niedrigste 
von F 


dA 


verschiedene Fläche sein, die R/, enthält; gewisse dieser 
Fälle, in welchen bereits eine F,_,, ?>0, durch R, geht, sind 
nach der Methode des $ 9 zu erledigen *). 
Um sämmtliche Raumeurven AR, des Raumes zu erhalten, betrachtet 
man auf dieselbe Weise alle irredueiblen Flächen F,, von u=2 
an bis zu einer oberen Grenze u = ı,, wo u, der kleinste Wertlı 
ist, welcher ($ 7) den beiden Ungleichungen 
2N, mw >0, d.h. 4(u+2)(u,+4)+1>m, 
N„-mu+p > 
zugleich Genüge leiste. Hierbei ist dann insbesondere der vor- 
letzte Satz des $6 zu beachten, durch welchen die Grenze für 
u, wenn p selbst eine dort gegebene Grenze überschreitet, noch 
bedeutend redueirt wird. 


*) Vgl. (H.), Comptes rendus t. 70. Da eine Bedingung, wie (3'.), $ 8, daselbst 
nieht erwähnt wird, so werden bei (H.) auch nur die hier unter (a.) gegebenen Curven 


R’, genannt, die unter (b.) gar nicht; und jene unter (a.) werden alle als von einander 
verschieden bezeichnet. 
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nd 
er | s 11. 
® i Ueber die Constantenzahl der Raumeurven. Ein neues Element. Eine neue Ungleichung. 
N | Berücksichtigt man nach den vorhergehenden Paragraphen die mög- 
. | lichen Lagen der Raumeurven AR, auf Flächen F,, so kann man für viele 
in specielle Arten von Raumeurven, die einen Theil der allgemeinsten in $ 2 
betrachteten bilden, und auch für Fälle von allgemeinen Raumeurven, deren 
Geschlecht die in $ 2 angegebene Grenze *(m— 3) überschreitet, zu genauen 
Bestimmungen der Constantenzahl kommen, in jedem Falle aber zu einer 
h ınteren Grenze für die Constantenzahl, die viel höher werden kann. als die 
in $2 gefundene untere Grenze 4m. 
Wir führen zunächst ein neues Element in die Theorie ein. Wenn 
P es auch möglich ist, eine irredueible Fläche F, dureh eine gegebene Uurve 
” R’, zu legen, so werden doch umgekehrt auf einer gegebenen Fläche F, 
im Allgemeinen keine solche Curven R%, liegen, da eine Fläche F, für 
«—>3 im Allgemeinen überhaupt keine Curven enthält, die nicht vollständige 
R Schnitte mit Flächen F, wären. Die Zahl der Bedingungen, welchen eine 
Br allgemeine Fläche F, unterworfen ist, um überhaupt eine Raumcurve einer 
’ solchen Art R/, enthalten zu können, die von Flächen v‘®" Ordnung ausge- 
f schnitten werden kann, sei mit a, bezeichnet. 
| Es giebt also »0°“"““” Flächen ut Ordnung, welche Raumeurven 
. dieser Art R%,, die von Flächen vt® Ordnung ausgeschnitten werden kann, 
i enthalten, wobei 
h | N, = Ku+l)(u+2)(u+39)—1. 
Ausserdem führen wir folgende Bezeichnungen ein. Sei R%, der 
theilweise oder vollständige Schnitt einer F, mit einer F,. Dann seien 
F,, F} solche Flächen F,, F,, welehe Curven dieser Art R%, überhaupt 
{ enthalten, also den «,„,, bez. «,,, Bedingungen genügen; A,, A, sei für 
i eine Fläche F,, bez. F,, die Zahl der Bedingungen, um durch eine gegebene 
i Curve R%, dieser Art hindurchzugehen; f,, bez. f,, sei die Mannigfaltigkeit 
| der Schaar von Curven dieser Art R’,, welche auf einer gegebenen Fläche 
F,, bez. F!, liegt; « sei die Mannigfaltigkeit von Curven dieser Art R%, im 
t | Raume überhaupt. 


Sei ferner RAY, der Restschnitt von F} und F!, und seien die den 


Y m’ 


obigen analogen Zahlen für RZ, bezüglich mit A), A! 


v> 


! 


f,. £,, « bezeichnet. 
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Wie n$8seivrZu und 
W,. .. N,—N,_ „1, 
(= N, für u<v 


2 


\=N- für u=rv 


4 


9 


und sei s,, =s,, die Zahl der Schnittpunkte von R%, und R%,, also: 


m 


5,8, = m(u+rv—4)— (2p—2) = m (u+v—4)— (2p'—2). 


Zunächst hat man nun eine Beziehung zwischen den auf R%, und auf 
R;, bezüglichen Zahlen A und £. Denn*) geht man von sämmtlichen 


°* Curven R}, auf einer F, aus und legt durch jede derselben alle mög- 


. . W, 4-4 . 
lichen von F, verschiedenen F,, an Zahl © ”“"“*, so erhält man alle 


t - » . n ww. 6e . 
©“ Curven R%, auf F,, aber jede auf © ”*"” Weisen; also 


ar W A) - (WA): 

d.h. 

1) ut = A,-A,, 
und ebenso 

(1) 4-8, = A,-A,; 

Die A, Bedingungen dafür, dass eine F, durch eine R%, hindurch- 
gehe, kann man willkürlich auf die Constanten von F, und die von R,, 
vertheilen, wenn man nur wenigstens gewisse «,, der Bedingungen auf die 
Constanten von F, wirft. Denkt man sich F, nur diesen «,, Bedingungen 
unterworfen, also als Fläche F,, so existiren auf einer solchen F, aus den 
c“ Raumeurven R’, noch x" “"»), also 
L, 0 u— (A,— u.) 

d.h. 

2) uw=t4A— lu 
und ebenso: 

2.) w=tb+4A,-a,,, 

(3.) = b+A,—4,,; 

(3°) = 1, +A,—0, ,, 
wobei die Zahlen «,, für R%, und AR%; offenbar gleichzusetzen waren. 


diesen Beziehungen folgt 


*) ($.), p. 234. 
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(4 Y | . u =” A,+A,—A „—A, 9 
.) 
- L, + L, L, u; L, 9 


a ee = u-t1+A,—A,,; 
e | = D,—b,+A,—A,, 

Man hat so fünf unabhängige Beziehungen zwischen den zwölf 
Grössen A, Au, bu bu Ay Ar; bu; &, Run %,u u, W; wobei sich als das 
allgemeine und wesentliche Problem zur Bestimmung der Zahl « nach (2.) 
die unabhängige Bestimmung der Zahl «,, erweist. 


Um diese unabhängige Bestimmung zu erhalten, stellen wir folgende 


gi 
Betrachtung an: Damit eine vollständige Schnitteurve zweier Flächen u'" und 
vie Ordnung s,, wirkliche Doppelpunkte erhalte und in zwei Curven mit s,, 
Schnittpunkten zerfalle, werden o,, Bedingungen nöthig sein, wo o,, höchstens 
gleich s,,, est. 

Für die allgemeinsten Raumeurven AR/,, von gegebenem m und p, 
beweisen wir diesen Satz im nächsten Paragraphen unter 3.: und zwar für 
beliebig hohe Zahlen u, v. Wenn nun für Flächen F,, F, von hohen Ord- 
nungen «, v die Berührung in s,, Punkten schon die genügende Bedingung 
für das Zerfallen vorstellt, wird dies für Flächen F,, F, von niedrigeren 
Ordnungen um so mehr stattfinden müssen; und man wird daher den Satz 
auf die allgemeinste Schaar von Curven R}, ausdehnen können, welche keiner 
weiteren Bedingung genügen, als auf einer irreduciblen Fläche F, und zugleich 
auf einer von F', verschiedenen Fläche F, (v — u) zu liegen. Ausgeschlossen 
bleibt bei dem Satze, dass man nur einen speciellen Theil dieser Gesammt- 
heit von Curven aufsuche, z. B. nur solche Curven AR%,, durch welche zu- 
gleich eine grössere Schaar von Flächen «'® Ordnung geht, als durch die 
allgemeinste auf F, und F, liegende Curve AR). 

Hiernach giebt es im Kaume 


W 
RD 


uytMW v,u u, 


vaumceurven, welche vollständige Schnitte von Flächen u! und v!e Ord- 
nung sind und in zwei Curven R%, R%, unserer Art zerfallen. Aber solcher 
Curvensysteme giebt es auf jeder Fläche F/, 


r ! y 
ut W, u -4,) ut W, uA,) 


—— 
- ng 


W,,- y . .. ” 2 { 
und da man © “””"#” verschiedene Flächen F! hat, welche solche Curven- 


systeme, und zwar lauter verschiedene, enthalten, so giebt es auch im Raume 
( Wuyeundtltur W,u4,) 
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solcher Curvensysteme. Also wird 


( W.- Eu») ; (ut W, „—A,) un W 


u 


„+ W,.- Oun » 
d.h. 


(6.) I,— a A,— 0 


u, 
(6.) ge IT FOPR 

In dieser Ungleichung (6.), (6'.) ist die neue Relation enthalten. 
welche in Verbindung mit den obigen Gleichungen die Grösse « bestimmen 


lehrt. Es ergiebt sich: 


u,v‘ 


' 
Fa Ü u, 


Fortsetzung. Bemerkungen und Speeialisirungen. 


1. Die Zahl o,,. Sucht man entweder die allgemeinste Schaar der 
Curven R},, von gegebenem m und p, oder die allgemeinsten auf irredueiblen 
Flächen F, liegenden Curven R},, so herrscht im ersten Falle für « und v, 
im zweiten Falle für v eine Willkürlichkeit. Aber man wird in der Formel 
(8.), $ 11, für « im Allgemeinen dann den genauesten Werth erhalten, d. h. 
9,, wird dann am nächsten an s,, liegen, wenn man « und v, bezüglich 
v, möglichst niedrig nimmt. Wenn man nämlich « fest, aber v beweglich 
annimmt, so wird bei gegebenen Curven AR}, die Grösse u— A 


) . ıW „y. an 
nach (8.) die Grüsse A,— 0, 


„‚, also auch 
‚„„ unabhängig von v» werden. Aber für genügend 


grosse v» wird auch A,—s,, von v unabhängig; denn es ist dann nach $ 7: 


,v 


A, =vm+1—p,  s,, = m(u+v—4)— (2p —2), 
A,—8,, = p-(u—4)m—1. 


Also wird für genügend grosse v auch s,,— 0,, eine von v unabhängige con- 
stante Zahl. Nimmt man nun v kleiner, so wird nach $7 A, im Allge- 


meinen — vm+1—p, d.h. s,,„— 9,, —— als die genannte, für grosse v gültige 











N, 


n 
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eonstante Differenz. — Nur wenn die Curve RZ, so speciell sein sollte, dass 
für ein v’ die Grösse A, <r'm +1— p werden sollte, wird man v>>rv' wählen. 

2. Corresidualität der Curven R/,. Die in $ 11 auftretenden Flächen 
haben eine bemerkenswerthe Eigenschaft, für die das Analogon bei den 
Curven in der Ebene nicht existirt. Da nämlich eine allgemeinste irredu- 
eible Fläche F, für « > 3 überhaupt nur vollständige Schnitteurven ent- 
hält, so werden die Curven R7, auf den Flächen F,, welche keiner anderen 
Bedingung unterliegen, als eine Curve AR%, zu enthalten, für u —>3 eine 
einzige lineare Schaar bilden. i 

Aus der Geometrie der Flächen zweiter und dritter Ordnung ist ferner 
bekannt, dass auch die auf diesen Flächen liegenden Curven R’,, welche 
alle niedrigstens von Flächen »*° Ordnung ausgeschnitten werden, eine end- 
liche Zahl von linearen Schaaren, alle von gleicher Mannigfaltigkeit, bilden. 

Hiernach ergeben sich für unsere Fälle noch weitere Beziehungen 
zwischen den Zahlen A und ! des $ 11. Denn man muss auf F, schon 
alle auf F, liegenden Curven AR’, erhalten, wenn man nur durch eine Rest- 
eurve R£,, bez. für «=2 und 3 durch eine endliche Zahl solcher, alle 
Flächen F, legt; d.h. man hat 


By ein, —A 
und ebenso 

(10.) E — W,u- w 
War auch F, irredueibel, so folgt: 

(9°) t, — en Mi 


(10) £ = W,.-A, 


und dann: 


| Au = W 


V,lt 


— A,—-—A,+0,.,: 
lo,,=W.. — A,„-Au+0,,- 
3. Die allgemeinsten Curven R'. Für die Gesammtheit der Curven 
R;,, von gegebenen m und p, nehme man in $ 11 die Zahlen « und » 
genügend hoch an; so wird ($ 9): 
A, = um+1l-—p. 
A, = vm+1l-—p, 
s.,„ = m(u+vr—4)— (2p—2), 
also 
— 4m. 


A „+tA, — 8 


u 
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Nach $ 11 wird daher 
u= A,+A,—0,, — 4m. 
Umgekehrt ergiebt sich, weil nach $ 2 der Werth von a — 4m ist, dass 


u; Ras 
sein muss, d.h. der Beweis des in $ 11 benutzten Satzes. 

Für die allgemeinsten Curven R%,, bei welchen p = #(m—3) ist, 
kann man nach $2 noch weiter gehen. Denn da alsdann «= 4m wird, 
und da hier A, und A, nur gleich oder grösser als die angegebeneu Werthe 
werden, so folgt: dass für alle F, und F,, welche eine allgemeinste AR}, 


p- *(m-—3), enthalten können, genau 


A, = um+l1-—p, 
A, = vm +1-p, 
6, =, 
wird. 

4. Die Curven vom Maximalgeschlecht. Für die irredueiblen Curven 
R}, auf einer Fläche F,, deren Restschnitt eine ebene Curve ist ($$ 4, 6). 
ergiebt die Betrachtung der Zahl « für den Restschnitt leicht, dass bei 
diesen Curven die Zahl o,, immer Aleiner wird als s,,, ausgenommen den 


Fall, dass die Ordnung der ebenen Resteurve — 3 ist, wobei 0,,=s,, Wirl. 


III. Abschnitt. 


Anwendungen auf die Raumeurven der einzelnen Ordnungen. 


$ 13. 
Eintheilung der Raumeurven. 

Das Gesammtgebiet der Raumeurven AR}, von gegebener Ordnung 
m und gegebenem Geschlecht p, bildet eine algebraische, im Allgemeinen 
redueible, Mannigfaltigkeit. Die verschiedenen von einander getrennten 
irredueiblen Gebiete, in welche dieselbe zerfallen kann, können auch ver- 
schiedene Dimensionszahlen, die indess nach $ 2 alle > 4m sein müssen, 
besitzen. Irgend zwei dieser getrennten Gebiete können wieder Untergebiete 
gemein haben, aber mit geringeren Dimensionszahlen, als die Zahlen in 
jedem der beiden Gebiete betragen. Die Gesammtheit der in einem jener 
irredueiblen Gebiete enthaltenen Raumeurven AR’, bezeichnen wir als eine 
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rd. 
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rd. 
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Curvenfamilie; wir haben die verschiedenen Curvenfamilien, in welche die 
k;, zerfallen, als von gleichem Grade der Allgemeinheit zu betrachten, 
indem keine in der anderen enthalten ist. 

Hat man nach anderen Kriterien Curvengebiete der R%, ausgeschieden, 
so wird man im Allgemeinen nur specielle Untergebiete aus diesen Familien 


Unterscheidet man die Curven R?. insbesondere nach den 


m 


Kriterien der $$ 6—10, also etwa nach den Ordnungszahlen der Flächen 
niedrigster Ordnung, auf denen die Curven liegen können, so wird man 


vor sieh haben. 


wohl Curvenspecies aufstellen können; aber die Frage der Einordnung der- 
selben in die oben bezeichneten Curvenfamilien bleibt zunächst unent- 
schieden. 

Indessen bieten doch auch diese Paragraphen, in Verbindung mit 
den Betrachtungen über die Constantenzahlen, also den $$ 11, 12, in vielen 
Fällen die Mittel, um die Eintheilung der R%, in allgemeine Curvenfamilien 
und darin enthaltene Species durchführen zu können. Hat man nämlich 
zwei Species RZ, RY, von denen die erstere nieht auf Flächen niedrigerer 
als «,'° Ordnung, F,, die zweite nicht auf Flächen niedrigerer als «,'” Ord- 
u, legt, und ist «, > w,, so kann die erste Species, RZ), kein 
specieller Fall der zweiten, R/”, sein; die zweite Species ist aber entweder 


nung, 
von der ersteren getrennt oder ein speeieller Fall derselben. Hat nun die 


zweite Species eine Constantenzahl, die gleich oder grösser ist, als die 


e 
en) 
Constantenzahl der ersten Species, so müssen die R7 ein von den RV ve- 
trenntes Gebiet bilden *). 

Wird RC) durch den Schnitt zweier Flächen F 
Fe 


R;“) zu betrachten sein, wenn »=r,, w< u, oder 1, = u,. v, v, ist, 


oe 


us F,; Re” durch 
erhalten, so wird AR jedenfalls dann als speeieller Fall von 
und wenn die beiden Gebiete nicht getrennte sind. Ueberhaupt wird man 
von einer Uurvenfamilie, statt Curvenspecies, nur dann reden dürfen, wenn 
erstens die betrachteten Curven R%,, die niedrigstens auf einer Fläche F, 
liegen sollen, die allgemeinsten Curven R%, sind, welche aus einer irredueiblen 
F, ausgeschnitten werden können, und wenn zweitens die Angabe der Zahl 
u keine speciellen Bedingungen für die R%, involvirt. — Dass bei der Defi- 
nition einer Species durch die Zahlen «, » von ausschneidenden Flächen 
F,. F, immer auch noch Curven R°, erhalten werden, welche dieser Species 


m 


*) Ein Beispiel hierzu, R;’, findet sich bei (H.), Bull. II. p. 6%. 
39" 
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zwar angehören, aber welche etwa auf redueiblen F, oder auf Flächen von 
niedrigerer als ut Ordnung liegen, lässt die allgemeine Definition der 
Speeies unberührt, weil diese specielleren Curven nur ein Untergebiet der 
Species füllen. — i 

Nach diesen Gesichtspunkten werden die einzelnen im Folgenden 
erhaltenen Species von Curven R, bei jeder Zahl m so weit möglich in 
Familien zusammengeordnet. Man kann dabei oft auch andere Gesichts- 
punkte benutzen; so ist es z. B. für die Curven RZ, von einem Geschlecht 
p= m—2, aus ihrer Erzeugung durch eindeutige Transformation aus ebenen 
Curven klar, dass ihre Gesammtheit, bei gegebenem m und p, nur ein 
irredueibles Gebiet, also eine Familie bildet; denn erst wenn man Speeial- 
schaaren zur "Transformation verwendet, kann dabei eine Trennung ein- 
treten ($ 2). 


$ 14. 
Die Curven auf den Flächen der Ordnungen 2—5. 
Bevor wir die Anwendungen des zweiten Abschnittes auf die Curven 
R’, in der Reihenfolge der Zahlen m geben, sollen in diesem Paragraphen 


diejenigen allgemeinen Sätze, welche sich auf die auf Flächen F, liegenden 
Raumeurven bei den niedrigsten Werthen von ı beziehen und sich aus dem 
$ 10 ete. unmittelbar ergeben, kurz ausgesprochen werden. 


l. «=2. Die Curven auf F,, welche sich mit Erzeugenden 
einer Schaar, und die Curven, welche sich mit Erzeugenden der 
anderen Schaar zu vollständigen Schnitten ergänzen, stellen alle 
auf F, liegenden Curven vor. Für m >4 wird für die R%: 
u —= 2m+p+B8. 
Allgemein wird hier: 
a, =, 


O5, nr S2,> 


d.h. damit eine vollständige Schnitteurve (F,, F,) in zwei Curven 
mit s,, Schnittpunkten zerfalle, sind genau 3, Bedingungen er- 
forderlich. 

2. «a=3. Ausser den vollständigen Schnitteurven liegen auf 
einer allgemeinen F, nur Curven, für die Resteurven A, mit 
(m —1)(m—2) oder mehr scheinbaren Doppelpunkten existiren. 
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on Einzelne specielle Werthe ausgenommen, liegen auf der F, Uurven 
ler von jeder Ordnung und von jedem das Maximum des $ 6 nicht 
ler überschreitenden Geschlecht. Geht durch die Curve R%, und die 
niedrigste Resteurve nur eine Fläche F,, so wird 
en ua= m+p+18: 
Pr und immer wird auch hier 
ir e, = U 
ht | | 
en RR, 
an Es sei noch bemerkt, dass schon bei den Curven AR, auf F, der 
ıl- ' Fall eintreten kann, dessen Behandlung in der Einleitung ausdrücklich aus- 
n- geschlossen worden ist: dass nämlich die Flächen von niedrigster Ordnung, 
welche R%, aus F, ausschneiden, die F, längs Curven, insbesondere Geraden, 
berühren müssen. 
3. «= 4. Ausser den Curven vom Maximalgeschlecht ($ 6 
liegen auf F, nur Curven, für die Resteurven RZ, auf F, existiren, 
deren pP —m—3 ist. Sind die Curve RZ, und die Resteurve AR%, 
Pr irredueibel und geht durch jede der beiden nur eine Fläche F,, 
en so wird 
N u = p+39. 
m | Im Allgemeinen wird 
a, = 1], 
a1 und immer 
er GE a. 
le Die sehr einfachen Modificationen bei e=53 und 4, welche bei 
niedrigem m oder m’ eintreten, werden bei der Untersuchung der einzelnen 
Raumcurven AR, ihre Darstellung finden. 
4. u«=5. Ausser den von Flächen F, auszuschneidenden Uurven 
liegen auf einer F, nur solche irredueible Curven, welche ltest- 
schnitte RZ, besitzen, für die entweder p' = 2m'—9; oder m’ —5; 
i oder m =6, p =4; oder m" =1, p =6; oder m! =8, p =8 ist. 
$ 15. 
f Die Species der irredueiblen Raumcurven bis zur neunten Ordnung hin. 
t | Wir geben im Folgenden nur eine kurze Uebersicht über die Resul- 


tate, welche aus den Entwickelungen des zweiten Abschnittes, insbesondere 
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den $$ 6, 7, 10, 11, für die Curven der ersten Ordnungen hervorgehen, 
indem wir in Bezug auf die weiteren Ausführüngen auf die Abhandlung 
selbst verweisen. — Wenn die Curve AR, als Schnitt einer irredueiblen 
Fläche F,, «® Ordnung, mit einer Fläche »*t® Ordnung erhalten worden 
ist, bezeichnen wir dieselbe durch [«, v], insbesondere dann, wenn « die 
niedrigste Ordnung für eine irredueible Fläche F, ist, die R%, enthält. Die 
Curven [1, m] führen wir nicht besonders auf. 
1. md. 
a. p=0, [3, 3, «=20. Die AR; hat eine vierpunktige Sehne. 
a. p=0(, [2, 4, «=18, mit oc' vierpunktigen Sehnen. 
a. p=1, [3 3], #=20. 
a = a rn 
a, ist als Unterfall der Familie «a, aufzufassen. 
2. mm 
A. p=(0, [3, 4, w=24. 
“,. p=V\, [3, 3], 
wenn man als Resteurve eine doppeltzählende Gerade und eine diese nicht 
treffende einfache Gerade nimmt”). a=23, &; =0. Mit einer fünf- 
punktigen Sehne. 
u [2, 5], #=20, mit oo' fünfpunktigen Sehnen. 
d.. =1, [3, 3, #=24. 
3], uw= 24. 
3), u= 24. 
4, w=23. 
3], u«=24. 


' 


a, ist als specieller Fall von a,, «a, als solcher von a, zu betrachten; ebenso 
a, als solcher von a.. 
3. me. 
%. p=V, [H4, u=238, ml. 
a. p=0, [3, 5], (auch schon [3, 4), «= 25, «,;=0, mit 
einer sechspunktigen Sehne. 


a. p=0(, [2, 6), «=22, mit »o' sechspunktigen Sehnen. 


*) Diese Species fehlt sowohl bei (W.), als bei (S.), obwohl an beiden Orten die 
Singularität der Resteurve nicht, wie es hier geschehen soll, ausgeschlossen ist. 
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a. p=1, [4, 4, u=28 0-1. 
a. p=1, [3, 4, «=26, «,=0, mit zwei fünfpunktigen 
Sehnen. 
 9=2 BA, w=238 a,=1. 
a. p=2, [3, 4, «=27, a,=0, mit einer fünfpunktigen 
Sehne. 
% p=3, [3, 4, 38 ,=0. 
&% p=3, [3, 4], (auch schon [3, 3), = 27, ,,=(, 
mit einer fünfpunktigen Sehne. «a, ist specieller Fall von a, obwohl die 
Resteurve bei a,, eine aus zwei sich nicht schneidenden Curven AR) und R} 
bestehende Curve R;, kein specieller Fall der irredueiblen Resteurve A} von 
a, ist. Dies ist dadurch möglich, dass man, um auf F, alle Curven AR} zu 
erhalten, nicht alle Resteurven R; zu verwenden braucht, sondern bei «) 
nur solche Unterfälle der redueiblen R;, die zugleich Unterfälle der irredu- 
eiblen R,; in a, sind, nämlich einen ebenen Schnitt von F,. verbunden mit 
einer doppeltzählenden Geraden. 
a. p=4 [3, 3], w=28. 
u. p=A4 [2,5], u 
%. p=5, [3,3], 
%. p=6, [2, 4, w=28. 


\ 


26, mit oc’ fünfpunktigen Sehnen. 
5. 


I 
DD 


\ 


Die Familie a, hat die zwei Species «a, a,, die Familien a,. «.. «;, «, 
bez. die Species «a,, a, a,, a, als Unterfälle. Betrachtete man die möglichen 
fünf- oder mehrpunktigen Sehnen als Eintheilungsgrund, so könnte man 
noch weitere, in den genannten Familien enthaltene Species aufstellen: 
k, mit einer fünfpunktigen Sehne, «=27: R- mit zwei solchen, » = 26: 
R, mit einer sechspunktigen Sehne, «= 26, ausgeschnitten durch [4, 4), 
eine von der vorhergehenden getrennte Species; AR} mit einer fünfpunktigen 
Sehne, & = 27. 

4, m=®. 

. p=d) [4 4, wi a,=l. 
a. p=0, [3, 6], (auch schon [3, 4]), «= 26, mit einer sieben- 
punktigen und einer fünfpunktigen Sehne. 


a. p=(, [2, 7), «=24, mit x' siebenpunktigen Sehnen. 
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p=1 44, w=3, a,=-1. 
p=1, 13, 5], (auch [3, 4), «= 27, mit zwei sechspunk- 
tigen Sehnen. 
p=1l, [3, 5), a=27, mit einer sechspunktigen und fünf 
fünfpunktigen Sehnen. 
Diese Species bildet, obwohl sie alle Hauptzahlen, wie x ete., mit 
a, gemein hat, eine von a, getrennte Species, die nicht als [3, 4] erhalten 
werden kann. 
ni. | „4, =32 «„,=1l. 


9), (auch [3, 4]), «= 28, mit einer sechspunk- 
tigen und zwei fünfpunktigen Sehnen. 

#4, . 0=32, «,=1 

4], «=29, mit vier fünfpunktigen Sehnen. 
4], == ,=1. 

4], J), mit zwei fünfpunktigen Sehnen. 
4, vu= el, 

41, u mit einer fünfpunktigen Selıne. 

Resteurve eine (R3-+R)). 


4], ‚ ohne fünfpunktige Sehne, NRest- 
curve eine (RR+ R;). 
p=5, 6), #«=29, mit a! sechspunktigen Sehnen. 
p=6, 4], u= 32. 
p=1, 3], w= 32. 
p=S, 5), «=32, mit >o' fünfpunktigen Sehnen. 
„=y, 4, u=539. 


Die Familie «a, enthält die Species «a,, diese a,; die Familie «a, ent- 
hält die beiden getrennten Species a,, a, als Unterfälle; «a,, a,, a, enthalten 
je noch eine Species «a;, a, a,; die Familie a, enthält die beiden getrennten 
Species a;, a, als Unterfälle, während «a; als Unterfall von a; zu be- 
trachten ist. 

Im Anschlusse an die letzte Bemerkung des $2 kann man nach 
denjenigen irredueiblen Curven A} fragen, welche von den Ebenen des 
Raumes in einer Schaar von Speecialgruppen geschnitten werden. Man zeigt 








nf 


nit 
en 


16, 


St- 


N 
7 


e@- 


I 








Noether, zur Theorie der algebraischen Raumeurven. 313 


leicht mit Hülfe von $ 1. VII., dass diese Curven auf Flächen dritter 
Ordnung liegen und zur Species a; gehören missen. Da a; diese Eigen- 


schaft nicht hat, muss a; zu a; gehören. 


u. 9 1 Pi, , =, es: 
Deere, ee us Resteurve 
irredueibel. 
Speciell p=0, [4, 5], Resteurve (R,+R%,). Mit siebenpunktiger 
Sehne. u=32, ,;=2, 09,,;,=8,;. Die allgemeine R) mit einer sieben- 
punktigen Sehne hat «= 33 und liegt nicht auf einer Fläche F,. 


%. p=0, [4, 6], (auch [4,5])), u=32, a,=2, =Ss; 
mit achtpunktiger Sehne. 
a. 2=0, AL, =238 a,=5, =. ZB. die Cur- 
ven mit vier sechspunktigen Sehnen. 
%.: 2=0, [3, 7), (auch [3,6], =-27, ,;,=0, 9=8, 
mit einer achtpunktigen und fünf fünfpunktigen Sehnen. 
a. p=0, [2, 8), «=26, mit ©’ achtpunktigen Sehnen. 
a, »=L 5 2-8 ,=9 = 
a, =: AD su =L es 
1: p=1 4, w„=30, ,=4 09,=&, wenn die Rest- 
eurve eine (RA+R,+R,+R 
. p=1, B,5], «=28 mit sechs sechspunktigen Sehnen. 
A; = 15.5 we ,=8 =, 
a; =2 14,5, sw a=1l. 
a. p=2, [4 4], wenn die Resteurve z. B. eine (R!+R,-R,). 
wird u=32, ,.=3, 0,,=8. 
a. p=2, [3, 6. #=29, mit einer sieben-, einer sechs- und 


vier fünfpunktigen Sehnen. 


u. 2=3 m 5 m ,=1. 
a. p=3 [4 4; wenn die Resteurve z. B. eine (RL+ R,), 
wird u= 34, a,=2, 04=& 


a,. p=3, [3 5), #=30, mit drei sechs- und drei fünfpunk- 
tigen Sehnen. 
Journal für Mathematik Bd. NCII. Heft 4. 40) 
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(4, 4, u=36, ,=1l. 
[3, 5], #=31, mit zwei sechs- und drei fünfpunk- 
tigen Sehnen. 
(4, 4, a=36, o,=1. 
[3, 5], «= 32, mit einer sechs- und vier fünf- 
punktigen Sehnen. 
GO; » -=b, [4 4], =36, a,=1. 
A;. =6, [3,5], a=33, mit sechs fünfpunktigen Sehnen. 





a. p=6, [2, 7), u=32, mit »' siebenpunktigen Sehnen. 
Ad; . 4, [H,4, u=36, ,=l. 

er; = [3, 4, «=34, mit drei fünfpunktigen Sehnen. 
Q; . -8 44, u=36, 0o,=-1. 

As . 3, [3, 4, #=35, mit einer fünfpunktigen Sehne. 
@. =-9, [3, 4, w= 56. 

Eu: 10, 3,3 u=38. 

Eu: -10, [2, 6), #=36, mit ®' sechspunktigen Sehnen. 


a... p=12, [2,5], «=38, mit &' fünfpunktigen Sehnen. 


So existiren also von jedem Geschlechte 0, 1, ..., 9 und 12 je eine 
Familie, vom Geschlechte 10 aber zwei getrennte Familien. Die Autzäh- 
lung aller getrennten Species, in welche die hier genannten Unterfälle zer- 


fallen, unterblieb. 


$ 16. 
Die allgemeinen Arten der Raumeurven siebzehnter Ordnung. 

Wir betrachten hier als weiteres Beispiel noch die allgemeinen Arten 
von Raumeurven siebzehnter Ordnung. Nach $ 7, (3.), (4.) folgt, dass diese 
allgemeinen Arten sind: 

für p=0:[8, 8], 
k =1: [d, 5], 
- wu 2. 18:07 
- =20:[6, 7], 
= 21, 2, ..., 3%:[6, 61, 
—=31:[5, 6], 
— 32, 33, 34, 35:[5, 5]. 
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Nach $ 7, (3”.) folgt, dass die Curven für p > 35 auf einer F, liegen. 
Dasselbe folgt aus $ 6: 
für p = 36: [4, 5]. 
Da auf F, das Maximum von p zu 36, auf F, zu 40 wird, folgt weiter: 
für p >36 auf FR, für p>40 auf F.. 

Nach $2 wird für p=0, 1,..., 18:4=68, und nach $$ 11, 12 
alsdann o,,=s,,; ferner die Zahl der Bedingungen für die Fläche F, bei 
p=0:0=69; für die Fläche F, beip=1,2,..., 183:,=52-—p. 

Von p=31 bis p=35 folgt aus der Betrachtung der Resteurve, 


dass ebenfalls o,,=s,, und «=68 wird, und für die Zahl «, der Be- 


u 
dingungen für die Fläche F,;: «, = 4. 

Nimmt man nun für die zwischenliegenden Geschlechtszahlen p = 19, 
20, ..., 30 ebenfalls o,, = s,, an, so ergiebt sich auch dann a = 68; ferner 
für p= 19:0,=33, für p = 20, 21,..., 3: = 35—p, für p = 26, 
BI, 2. Wit 10. 

Für p=36 wird u=69, «,=1, 0,,=s,;. Für p >36 vergleiche $ 14. 

So giebt es z.B. für p=35 vier verschiedene Familien von Curven 


) 


R,;; die beiden ersten Familien entstehen aus dem Sehnitt [5. 5], die eine 
mit irreducibler Resteurve RS und «= 68, die andere mit einer Resteurve 
(R+R3) und u= 68, die letztere also auch als Curve [4, 5], mit ,=1: 
die beiden anderen Familien liegen auf Flächen F, und bestehen aus Uurven 
[3, 8], die eine mit irredueibler Resteurve AR}, die andere mit einer NRest- 
eurve (R,+ R,), und beide mit der Mannigfaltigkeit « = 7. 


1/3 


s 17. 
Anwendungen der zweiten Methode des $ 9. 

Es sollen noch einige ganz beliebig herausgegriffene Fälle von 
höheren Raumeurven behandelt werden, um die Anwendbarkeit der Methode 
des ebenen Schnittes des $ 9 zu zeigen. 

1. m=28. Durch eine irredueible Curve AR%, gehen nach $ 7 für 
399>p=>78 noch x’* (für p—>99 noch wenigstens x”) Flächen F.. 
Ein ebener Schnitt f- einer solchen F; würde von denselben in x’”" Gruppen 
von je 21 Punkten getroffen, da aber von diesen Gruppen höchstens x’ 
existiren, müssen für 99 > p > 89 wenigstens x’"" (für p — 99 wenigstens 
x”) Flächen F, durch R:, gehen. So liegt also RX auf [6, 7), R% auf 
40* 
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[6, 6]. Die Resteurve aus [6, 6] wird für p=90 zu einer R%’; und von 
solchen Curven können auf irredueibler F, keine anderen existiren, als eine 
ebene AR,. verbunden mit zwei Geraden. Daher kann die auf irredueibler 
F,, liegende R% auch als Curve |5, 6] erhalten werden. Ebenso, oder auch 
aus $ 6, folgt, dass AR, als [5, 6] entsteht, während die Curven R%, für 
p > 91 nach $ 6 auf Flächen vierter oder niedrigerer Ordnung liegen müssen. 

2. m=50. Eine irredueible %%, muss nach $ 7 für 231 >p 216 
auf x” Flächen F,., für p = 251 auf wenigstens x” F,, liegen. Im 
ersten Falle erhält man auf einer ebenen Schnitteurve fi, einer solchen 
F,, durch den Schnitt mit den übrigen der F,, noch eine lineare a4). 
Schaar von Gruppen von je 50 Punkten, wenn x? Flächen F, durch R:, 
sehen. Von solchen Gruppen existiren aber nach $5 nur höchstens x”: 
ja dieser äusserste Fall führt schon nothwendig auf den Schnitt der f,, mit 
Curven fünfter Ordnung und also auf die Curve R4,=[10, 5], die p = 276 
besitzt. Sicher ist also p—217—(4+1) höchstens gleich 19, d.h. i 
wenigstens =p— 257: für p — 237 gehen wenigstens &#"”"" Flächen neunter 
Ordnung, F., durch R;,. 

Hieraus folgt weiter, dass die auf irredueibler Fläche F, gelegenen 
R:, für p=2537 als Schnitte [9, 10], für p > 237 als [9, 9] erhalten werden. 
Betrachtet man jetzt analog eine ebene Schnitteurve f, einer solchen F., 
so erhielte man dureh die oc”’”"""* Flächen F,,. welche nicht in diese F, 
zerfallen und doch durch RZ, gehen, auf fs noch eine lineare &?”""-Schaar 
von Gruppen von je 40 Punkten; da diese Gruppen aber höchstens eine 
x'°-Schaar bilden können, so gehen ausser der ersten F, noch wenigstens 
x” Flächen F, durch R%,: für p -. 236 gehen wenigstens x"”"” Flächen 
neunter Ordnung, F,. durch R;, wenn diese Curve überhaupt auf einer irredu- 
ciblen Fläche neunter Ordnung liegt. 

Betrachtet man weiter den Schnitt von f, mit allen diesen Flächen 
F,, so erhielte man auf f, eine x’”""-Schaar von Gruppen von je 31 Punkten: 


da aber von diesen Gruppen höchstens x” existiren, so folet: für p — 246 
) ben) 


gehen wenigstens x” " Flächen F, durch Ri}. 

Ist eine von diesen Flächen F, irredueibel, so wird R%, für p > 246 
als Curve [8, 8] erhalten. Diese Curven kann man nun analog durch Be- 
trachtung eines ebenen Schnittes fs weiter untersuchen. 

Im zweiten der zuerst genannten Fälle, p — 251, folgt genau ebenso, dass 
diese Curven als Schnitte [8, 8] oder als niedrigere Schnitte -zu erhalten sind. 
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$ 18. 
Anwendung auf die (Geometrie specieller Flächen. 

Wir haben die Theorie der Raumeurven im zweiten Abschnitt aus 
den möglichst allgemeinen Flächen abgeleitet, d. h. aus den Flächen, welche 
iiberhaupt keine weiteren Eigenschaften besitzen sollten, als Raumeurven 
der betrachteten Art zu enthalten; also auch diese Flächen ohne vielfache 
Curven etc. vorausgesetzt. Diese allgemeine T'heorie findet nun umgekehrt 
ihre wichtigste Anwendung in der Entwickelung der Geometrie speeieller 
Flächen. Hierzu ist nur eine Erweiterung der Betrachtung nöthig, durch 
welche in $ 11 die Zahl «,, eingeführt worden ist. 

Nach $ 11 stimmt die Zahl der Bedingungen, welche man einer 
Curve einer Art auflegen kann, damit sie auf einer gegebenen Fläche liege. 
im Allgemeinen nicht überein mit der Zahl der Bedingungen. welche der 
Fläche aufzulegen sind, um durch eine gegebene Curve der betrachteten 
Art hindurchzugehen. So schon bei einer F, und einer Curve R} oder 
Curve R;. Die Relation, welche diese Verhältnisse bestimmt. ist (2.) des 
$11. Durch die für die F, hinzutretenden «,, Bedingungen waren die in 
$$ 11, 12 behandelten speciellen Flächen charakterisirt, und durch die Curve 
R', ist dann ihre Geometrie als gegeben zu betrachten. 


N 


Dieselbe Relation (2.) des $ 11, oder 
ua — At+tt-—o, 


ist nun ihrer Ableitung nach auch noch in folgendem allgemeineren Falle 
anwendbar: man betrachte irgend eine beliebig gewählte Uurvenspecies R 
und eine beliebige specielle Flächenart &; « sei die Mannigfaltigkeit der 
Species R; A bedeute die Zahl der Bedingungen, welehen eine Fläche aus 
der Art & unterworfen werden muss, um durch eine gegebene (Curve 
aus der Species R zu gehen; « die Zahl der Bedingungen, welchen eine 
Fläche aus der Art 2, ausser der Bedingung zu den & zu gehören, noch 
weiter genügen muss, wenn sie überhaupt irgend eine, nicht gegebene, 
Curve aus der Species R enthalten soll; endlich # die Mannigfaltigkeit der 
Curven der Species R, die dann noch auf einer solchen speeiellen Fläche 
P aus der Art & liegen. — Eine solche Fläche &’ ist durch die Bedingung, 
zur Art D zu gehören und eine Curve R zu besitzen, charakterisirt und 
ihre Geometrie alsdann als bekannt zu betrachten. 
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Kennt man nun die Zahlen u und A für die Arten R und &, so ist 
die Geometrie der speciellen Fläche P' zu untersuchen, um t zu bestimmen. 
wonach die obige Relation « ergiebt. Hiermit erhält man dann die Ent. 
scheidung über die Frage, welche in diesen Flächenproblemen die schwierigste 
und zugleich die Hauptfrage ist: ob etwa jede Fläche der Art $b Curven 
der Species R besitzt oder nicht. 

Als Beispiel erwähnen wir hier nur für 2 die Flächen sechster Ord- 
nung, welche eine haumeurve AR; als Doppeleurve und eine die A; nicht 
treffende Gerade als Doppelgerade besitzen. Eine solche Fläche F, besitzt 
eine nicht lineare Schaar von Kegelschnitten, ausgeschnitten von einem 
Ebenenbüschel, dessen Ebenen in je zwei Kegelschnitten der Schaar schnei- 
den; und man kann mit Hülfe unserer Relation beweisen, dass auf F, Uurven 
R; existiren, welche alle Kegelschnitte der Schaar in nur je einem Punkte 
treffen; d. h. dass F, auf einen Kegel dritter Ordnung Punkt für Punkt ein- 
deutig abgebildet werden kann *). 

Es mag hier genügen, auf dieses weite Feld der Anwendungen auf 
specielle Flächenarten hingewiesen zu haben. 


*) | Eine eingehende Untersuchung dieser Fläche F, theile ich in Math, Ann. XXI. mit. 


Berneck. den 6. September 1882. 






















Die linearen Relationen zwischen den verschiedenen 


d- | Subdeterminanten symmetrischer Systeme. 

ht (Von Herrn €. Runge.) 

tzt 

»Mm 

ei- In einer Abhandlung über „die Subdeterminanten symmetrischer 

en Systeme“ (Sitzungsbericht der Berliner Akademie vom 27. Juli 1882) macht 

te Herr Kronecker auf gewisse lineare Relationen aufmerksam, die zwischen 

n- ihnen bestehen. Auf Veranlassung meines verehrten Lehrers habe ich mich 
mit denselben eingehender beschäftigt und dabei ermittelt. dass die von 

uf Herrn Kronecker angegebenen helationen insofern die einzigen sind, als 
alle anderen durch lineare Verbindungen der Kroneckerschen lelationen 

t. entstehen. Ich habe ferner eine Methode gefunden, in System linear- 


unabhängiger Subdeterminanten zu bestimmen, durch die sich die sämmt- 
lichen Subdeterminanten derselben Ordnung linear ausdrücken lassen. 


I. 


Unter den Subdeterminanten m!“ Ordnung eines symmetrischen Systems 
0, = 4, (‚i=1,- ') 

besteht nach Herrn Kronecker *) die lineare Relation 
(A.) 4, za (r=m+1, m+2, ... !m) 


Gi 2 +. ww; Aumt+l, „. 2m); Gel, 2... mol rı:ı%k m-+-1, ... r—1, m +1 !m) 





und also eine ganze Reihe von solchen Relationen, welche entstehen, indem 
man an Stelle der Zahlen 1, 2, ... 2m irgend welche 2m von den Zahlen 
l, 2,... » nimmt. Dabei sind unter den 2m Zahlen auch paarweis gleiche 
zuzulassen, sobald nur je eine des Paares an Stelle einer der Zahlen 
l,2,... m—1 tritt. Die Gleichung (A.) behält dann ihre Gültigkeit, da 

*) Sitzungsberichte der Königl. Preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
vom Jahre 1882. S. 824. 
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man ja, anstatt zwei Indices einander gleich zu setzen, die bezüglichen 
Grössen a einander gleich setzen kann. Es soll gezeigt werden, dass jede 


zwischen Subdeterminanten mter Ordnung bestehende lineare Gleichung, deren 
Coeffieienten von den Grössen a,, unabhängig sind, aus den Kroneckerschen 
Relationen dadurch abgeleitet werden kann, dass man eine Reihe derselben 
mit Constanten multiplieirt und addirt. 

Da die Relation für beliebige Werthe der nur durch die Bedingungen 
a,= 4a, eingeschränkten Grössen a, gelten soll, so kann dieselbe nur da- 
durch bestehen, dass die einzelnen Glieder in der Entwiekelung der Sub- 
determinanten nach Produeten von Potenzen der Grössen a,, sich wegheben. 
Nun ist ersichtlich, dass zwei Subdeterminanten mt Ordnung nur dann ein 
Glied mit einander gemein haben können, wenn die sämmtlichen 2m Indices. 
welche die Horizontal- und Verticalreihen bezeichnen, abgesehen von ihrer 
Reihenfolge und abgesehen davon, ob sie den Horizontal- oder Vertical 
reihen angehören, für beide Subdeterminanten übereinstimmen. Eine Relation 
zwischen Subdeterminanten, welche nicht sämmtlich dieselben 2m Indices 
enthalten, zerfällt also in mehrere Relationen zwischen Subdeterminanten. 
welche sämmtlich durch dieselben 2m Indices charakterisirt sind, und es 
genügt daher, lineare Relationen dieser Art zu betrachten. 

‘s ist nun zunächst nachzuweisen, dass jede solche lineare Relation 
zwischen Subdeterminanten mter Ordnung, für den Fall, dass diese sämmtlich 
in den Indices der s ersten Horfzontaireihen übereinstimmen, und dass die 
2m Indiees verschieden sind, sich speciell aus solchen Kroneckerschen he- 
lationen zusammensetzen lässt, in denen nur Determinanten mte Ordnung 
mit eben denselben s ersten Horizontalreihen-Indices vorkommen. 

Bezeichnet man die 2» Indices der Subdeterminanten mter Ordnung, 
zwischen denen eine Relation besteht, durch die Zahlen 1, 2, 3. ... 2m. 
so ist jede dieser Subdeterminanten durch 

'd;, Gain ii ir + am) 
dargestellt, wenn ö,, &, ... &, irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, ... 2m 
bedeutet, und jede solehe Subdeterminante bleibt ungeändert, wenn die In- 
diees id, ... 2, mit den Indices ö,;,. Öuıa5 » +» 2 vertauscht werden. Man 
kann daher annehmen, dass bei jeder solehen Subdeterminante der Index | 
sich unter den ersten m Indices i,, &, ... ö, befindet, und diese m Indices 
selbst können, da man ja die Subdeterminanten mit dem geeigneten Vor- 


zeichen versehen kann, der Grösse nach geordnet angenommen werden. 
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Eine lineare Relation zwischen den Subdeterminanten mt Ordnung hat 
hiernach die Gestalt: 


f . ı 1, 2 Y gt m \ 
(B.) 2 © 1»"2m U 0 (; 'm+1 | "Im ) i 
wo s einen der Werthe 1, 2, ... m—1 haben kann, ferner f,,,, ... &,, eine 


Permutation der Zahlen s+1, s+2, ... 2m mit den Bedingungen 


. 


byı bir Ze Un; bazı En ? are b 


. m 


bedeutet und die Summe über eine Reihe solcher Permutationen erstreckt 
wird. In dieser Relation (B.) ist der Coeffiecient von a, ,,, eine Summe von 
Determinanten (m—1)te Ordnung, deren Verschwinden entweder eine Re- 


lation eonstituirt oder nicht. Ist das Erstere der Fall, so kann — wenn die 
Richtigkeit des Satzes für Subdeterminanten (m —1)te Ordnung vorausgesetzt 
wird — der Coeffieient von a,,., in (B.) aus lauter Ausdrücken 

(C.) Gy —. Ss d;; ( m-+-?, m-+3 2m) 
(=2, 3, ... 8, fs+?: u Im-+1; htm r2) +» m); (=?2,3,... 5, 54 Dre A As A m+? 1 '!m+1 "r+1 Am) 


additiv zusammengesetzt werden, in denen #,,,, ... f,, eine Permutation der 


Zahlen s+2, ... 2m bedeutet, und welche gemäss den Kroneckerschen Re- 
lationen (A.) gleich Null sind. Jedem solchen Ausdrucke (C.) entspricht 


aber eine Kroneckersche Relation zwischen Determinanten mt® Ordnung: 


(D.) Ba A, - B: A; - () (0 m-+1. m+? mn) 
r 
g=-1, 2, ...S, 104 2, »+« m» 4 l;hı= m+1: m 4-72 . tm); 
G=1,2,...8, 94-2: ++ ms t,; k Im+1: + 1: srl, tur sr fa) 


in welcher der Coeffieient von a,,,, jener Ausdruck (C.) ist, und man kann 
demnach ein Aggregat von Gleichungen (D.) bilden, in welehem der Coef- 
fieient von a,,,., bis auf die Determinanten, welche sich ohne Relation weg- 
heben, mit dem Coefficienten von a,,,. in der Relation (B.) übereinstimmt. 
In der Differenz kann daher das Verschwinden des Coeffieienten von a,.., 
keine Relation eonstituiren. Wird nun s+1 überall. wo es Index einer 
Verticalreihe ist, zum Index der ersten Verticalreihe gemacht, so kann von 
den Subdeterminanten, welche die Coeffieienten von a,.., sind. die Sub- 
determinante (m — 1)! Ordnung 


> \ 
! -, 8 f el ? ni | 
a ik ( u r ) 


m-1-? 


nur aus der Subdeterminante mter Ordnung: 


N 5 8, w at 
r st. m+i)\ 
4. (2 st1, t t 


‚ "m+?2 Im 
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hervorgehen, sobald s>1 ist, im Falle s=1 aber auch aus der Subdeter- 
minante mer Ordnung: 


Wenn s>1 ist, muss daher der Coefficient derjenigen Determinanten, in 
denen s-+1 Index einer Vertiealreihe und also nicht Index einer Horizontal- 
reihe ist, gleich Null sein, und es können demnach nur solche Determinanten 
m‘ Ordnung vorkommen, bei welchen die s+1 Indices 1, 2, ... s+1 
sämmtlich Indices von Horizontalreihen sind. Für s=1 findet entweder das- 
selbe statt, oder es lassen sich diejenigen Determinanten, in denen s-+] 
Index einer Verticalreihe ist, folgendermassen paarweise gruppiren 


e(| A, pe An ) 


Geht Ed tm Ad tm Mm =? 


&, I 0. Im+1)- 
Dies ist aber gleich 


te( A,; | Zu | A,n ) 


g=tm+2 ... [am 1: ke 2, & 2. tm4-1)5 (=tm+2 .. Om 2; W=l, 65 ... Im+1)) 


und diese Verbindung verwandelt sich durch Addition von 


Fe( A4'—Z1a,), v2, .. 


g=tm+2 ... dm B: h=?2, t;, ... tm-+1)5 G=tm+% ... tm te; k=1,, ... 1 R, t, } 1> ++» !m+1) (a = 2) 


in eine Summe von Determinanten, in denen die Zahlen 1 und 2 überall 
zu Indices der ersten beiden Horizontalreihen gemacht werden können. 

Man gelangt also von einer Relation mit s festen Indices durch Hinzu- 
fügung von Kroneckerschen Relationen — und zwar von solchen, in denen 
sämmtliche Determinanten eben dieselben s ersten Horizontalreihen-Indices 
haben — zu einer Relation mit s+1 festen Indices. Dass die Deduetion 
auf Relationen beschränkt worden ist, bei denen sämmtliche 2m Indices ver- 
schieden sind, hatte lediglich den Zweck, die Bezeichnung zu vereinfachen. 
An sich behält die Deduetion durchweg ihre Gültigkeit. Da man nun schliess- 
lich bei Anwendung des angegebenen Verfahrens bis zu dem Werthe s= m 
gelangt, für welchen keine Relation (B.) existiren kann, weil sich alsdanı 
die darin vorkommenden Determinanten auf eine einzige redueiren, so ist 
der behauptete Satz unter der Voraussetzung, dass er für Determinanten 
(m —1)ter Ordnung gilt, bewiesen. Nun verifieirt man ihn leicht für m = 2: 
mithin gilt er allgemein. 
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1. 

Aus der obigen Deduction geht unmittelbar der folgende Satz hervor: 
Wenn in einem Aggregat von Subdeterminanten, welche in den Indices 
1, 2, ... s der ersten s Horizontalreihen übereinstimmen, der Coeffieient 
von @,,,ı verschwindet, so lässt es sich in ein Aggregat von Subdeter- 
minanten verwandeln, welche in den Indices 1, 2, ... s+1 der ersten 
s+1 Horizontalreihen übereinstimmen. Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich 
ein vollständiges System von einander linear-unabhängiger Subdeterminanten 
mter Ordnung aufstellen, durch welche man alle linear und ganzzahlig aus- 
drücken kann. Wir weisen ein solches System für Determinanten derselben 
Indiees nach und können dabei die 2m Indices von einander verschieden 
annehmen, weil die Relationen zwischen Determinanten, bei denen Paare 
von gleichen Indices vorkommen, mit Relationen zwischen Determinanten 
niedrigerer Ordnung übereinstimmen, bei denen alle Indices von einander 
verschieden sind. So finden z. B. unter den Determinanten 


| g=t a, em—1 2m—] 
4, 6 ar its « am; m—1 ) 
dieselben Relationen statt wie unter den Determinanten (m —1)! Ordnung 
’ y=t, 2, 'm—1 
Gy (vi im Im+1 - m—?2 ) 


Es seien unter den Subdeterminanten (m —1)ter Ordnung mit den In- 
diees 3, 4, ... 2m die Determinanten 


f 


a ik ( 


m-+-] 
N f er. ’ 
mi2 + Im 


wo tb, ... &. gewisse Permutationen der Zahlen 3, 4, ... 2m bedeuten, 
von einander linear-unabhängig, und jede andere Determinante mit denselben 
Indices 3, 4, ... 2m möge als ganzzahlige lineare Function derselben aus- 
drückbar sein. Alsdann müssen die Determinanten mt Ordnung 


ii? # 


4 " 
m-+1 \ 
7 1] 


u ty 
m--2 2m 


ebenfalls von einander linear-unabhängig sein. Denn in einer linearen 
Relation zwischen ihnen müsste auch der Coeffieient von a, Null sein. 
und es wäre dies also eine Relation für die als unabhängig vorausgesetzten 
Subdeterminanten (m —1)t" Ordnung. Bezeichnet man nun irgend eine andere 
Subdeterminante mt" Ordnung, deren Horizontal- und Vertiealreihen die In- 
diees 1, 2, .... 2m haben, mit S, so kommt darin die Grösse a, entweder 
gar nicht vor, oder deren Coeffieient ist eine Subdeterminante (m —1)ter 
Ordnung, welche der Annahme nach als lineare ganzzahlige Function deı 
41 * 
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von einander linear-unabhängigen Subdeterminanten: 


a kun 
dargestellt werden kann. Setzt man in dieser linearen Funetion an die 
Stelle der Subdeterminanten (m —1)te Ordnung die entsprechenden Deter- 
minanten mt Ordnung: 


| a \ 
A; E 'm+-1 


k=?, tm: fm 7) 
so resultirt eine lineare ganzzahlige Function von Subdeterminanten mte 
Ordnung, welche mit F bezeichnet werden möge, und in welcher der 
Coefficient von a, gleich dem Coefficienten derselben Grösse a, in jener 
Subdeterminante S ist. In der Differenz S—-F muss also der Coefficient 
von 4, verschwinden, und sie kann demnach in eine Summe von Deter- 
minanten verwandelt werden, die a, nicht mehr enthalten. Man kann daher 
jede Subdeterminante m!® Ordnung mit denselben Indices als lineare ganz- 
zahlige Funetion der Determinanten 


LI t 
A;, L . js nen m-+-1 ' 
‘ k = © em +2; ... 


f. 
2m 


und solcher Determinanten ausdrücken, welche die Grösse a, nicht mehr 
enthalten. Die ersteren sind, wie schon oben bemerkt, linear - unabhängig, 
und ihre Anzahl ist gleich der Anzahl der linear-unabhängigen unter den 
Determinanten (m —1)'" Ordnung. Die übrigen hingegen können noch durch 
Relationen verbunden sein. Da sie a, nicht mehr enthalten, so können 
sie alle auf die Form gebracht werden: 


ai; a  ). 
Betrachtet man hierin den Coeffieienten von a,, so ist derselbe entweder 
Null oder gleich einer Determinante (m —1)" Ordnung mit den Indices 
2,45, ... 2m, und die Zahl 2 ist hierbei Index der ersten Horizontal- 
reihe. DBezeichnet man die schon als bekannt anzunehmenden, linear- 
unabhängigen unter ihnen mit 


i—2, Bas Ünp ». 5 4 k 
ir ve > )h 


P f 
m+2 +++ "2m 


so erschliesst man genau wie oben, dass die entsprechenden Determinanten 


m! Ordnung 
A;, kann R I,  im+1) 


k=3,t, Id + m 
von einander linear-unabhängig sind, und es ergiebt sich auch ebenso, wie 
oben, dass jede Determinante mt Ordnung, welche a, nicht enthält, durch 
die Determinanten 
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7 irre 
und durch diejenigen, welche sowohl «a, als a,, nicht enthalten, linear und 
ganzzahlig auszudrücken sind. Hiermit ist also die Frage auf die linear- 
unabhängigen unter diesen letzteren zurückgeführt, die sämmtlich in der Form 

lie Se 
angenommen werden können. 

Unter der Voraussetzung, dass unter den Determinanten (m—1)'® 
Ordnung mit den Indices 2, 3, 5, 6, ... 2m, welche die Grösse a, nicht 
enthalten, die linear-unabhängigen schon bekannt sind, und dass sich durch 
diese die übrigen linear und ganzzahlig ausdrücken, redueirt sich wieder 
die Frage auf die Determinanten 

er 


(,; Sud 'm \, 


m-+] Im’ 
In dieser Weise ist fortzufahren. bis schliesslich die Indiees der Horizontal- 
reihen die Zahlen 1. 2. 3. ... m sind. und also nur die eine Determinante 


m 


bleibt. Wenn mithin für die Determinanten (m—1)!® Ordnung die ge- 
machten Voraussetzungen richtig und die linear-unabhängigen gegeben 
sind, so folgt die Richtigkeit derselben Voraussetzungen für die Determinanten 
mer Ordnung, und es ergeben sich die linear-unabhängigen unter ihnen. 
Ferner ist die Aufgabe, eine Determinante m'” Ordnung durch die linear- 
unabhängigen auszudrücken, auf dieselbe Aufgabe für Determinanten (m—1)'" 
Ordnung zurückgeführt. 

Für Determinanten zweiter Ordnung treffen die Voraussetzungen zu. 
und man kann ohne Weiteres jede Determinante durch die linear-unab- 
hängigen ausdrücken. Denn hier giebt es nur drei Determinanten mit den- 
selben Indices, von denen man zwei beliebige als unabhängige nehmen 
kann, da nur eine Relation besteht: 


(4; d,,— dA, in — And; Zi (dl, En + A;; dp d,, A; . 


B e deutet A % 


die Anzahl der von einander linear-unabhängigen Deter- 
minanten me" Ordnung mit denselben Indices, in denen % bestimmte Indices 
entweder nur den Horizontal- oder nur den Vertiealreihen angehören. so 
ist offenbar: 

ei, Mel, 


m 


und nach dem Obigen ist ausserdem: 
4) —1) ı +1) 
AY == A\ 1 + AN 2 R wur 
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Demgemäss wird 
u (2m—h)! R 
An = (rl) (m+1)!(m—h)! 
wenn %k! wie gewöhnlich das Produet 1.2.3...% bedeute. Für A = () 
kommt 





(=0, 1,2, ... m 


2 
= U, 
wenn W, die Anzahl aller verschiedenen Determinanten mit denselben 2m 
von einander verschiedenen Indices bedeutet, und es zeigt sich also, dass 
die Anzahl der linear-unabhängigen Subdeterminanten m‘ Ordnung nur den 


I(m+1)'” Theil aller beträgt. 


Ill. 
Ich bemerke noch, dass unter den Subdeterminanten eines Systems 
a, = —A; 

keine lineare Relation besteht. Nimmt man nämlich eine Relation von 
Determinanten mer Ordnung mit denselben Indices an, so kann man daraus 
eine solehe für Determinanten (m—1)tet Ordnung ableiten. Dies ersieht man 
auf folgende Weise. In der Relation müssen mindestens zwei Determinanten 
vorkommen. Daher können die 2m Indices nicht mehr als m—2 Paare 
gleicher Indices enthalten. Enthalten sie nämlich m—1 Paare gleicher In- 
diees und sind eins und zwei die beiden nicht zweimal vorkommenden, so 
giebt es nur die Determinante 


| 13, 4 m-+1 
A; N... et), 
| ik | k=2,3,8 ... m+1 


Dasselbe gilt für m Paare gleicher Indices. Es giebt also mehr als zwei 
nur einmal vorkommende Indices, von denen offenbar in jeder Determinante 
ebensoviele den Horizontalreihen wie den Vertiealreihen angehören müssen. 
Es kann daher angenommen werden, dass etwa die Indices 1, 2, 3 nur 
einmal vorkommen und dass ein Glied der Relation die folgende Form hat 


ER RER 
B.i@n GL; "u km) 
=J, Ks, ... My 


Wenn nun in der Relation der Coefficient von a,,, der ja verschwinden 
muss, keine Relation zwischen Determinanten (m—1)ter Ordnung lieferte, so 
müsste der Theil desselben, welcher aus dem hingeschriebenen Gliede her- 
vorgeht, sich wegheben; folglich müsste in der Relation noch das Glied 
vorkommen 


==}, n 13, .. J 


c.|a,| 
+ 1 ik | k= 1, ka, k,, r L J 
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Derselbe Schluss gilt auch in Bezug auf a,,. Es müsste sich also in der 
Relation auch das folgende Glied finden: 


+0..|@, (rn) 
Alsdann muss aber der Coefficient von a, nothwendig eine Relation ergeben. 
Denn aus den hingeschriebenen Gliedern kommt 


2c,.\@; we. 
und diese Determinante kann aus keinen anderen Gliedern als den obigen 
beiden hervorgehen, kann sich daher nicht wegheben und ist von Null 


verschieden. Da nun, wie man sich leicht überzeugen kann, zwischen Deter- 


minanten zweiter Ordnung keine lineare Relation besteht, so ist die Un- 
möglichkeit einer linearen Relation allgemein nachgewiesen. 


Berlin, im August 1882. 








Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. 1. 


(Von Herrn Otto Rausenberger in Frankfurt a. M.) 


$1. 


Bene ich auf den eigentlichen Gegenstand der vorliegenden Notiz 
eingehe, muss ich einige Bezeichnungen vorherschieken, deren ich mich im 
Folgenden bedienen will. In meiner Abhandlung ‚Theorie der allgemeinen 
Periodieität“ im 18. Bande der Mathem. Annalen wies ich darauf hin, dass 
sich an Stelle der doppeltperiodischen elliptischen Functionen mit Vortheil 
Transcendenten mit einfacher multiplicatorischer Periode einführen lassen, 
d.h. Funetionen, die einer Gleichung 


fipx) = f(@) 

Grenüge leisten. Die Bezeichnungen für diese und die damit im Zusammen- 
hang stehenden Transcendenten wähle ich durchaus analog zu denjenigen, 
welche in dem Werke meines hochverehrten Lehrers, Herrn Königsberger 
„Vorlesungen über die 'I’heorie der elliptischen Funetionen“ für die ent- 
sprechenden elliptischen Funetionen angewandt sind. 

Ich setze, indem ich mod.p < 1 annehme, 

n(p, 2) = Zp"(a'+ — — Ip" H)(1+p”' (14 Er ) (n=0, 1,2, .. 

Bu, a" I\ 1 z£ 
und betrachte diesen Ausdruck als Normalform der Funetionen, aus denen 
sich die multiplicatorisch periodischen Transeendenten zusammensetzen. 
Wir haben die Gleichungen 


Bun: _ a ze \ 
7 (p; p T) j px f N (P: T) 


und 


1 
"(Pp; —) En n(P; €). 


Ferner schreibe ich 
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l . l . 
| \ n(p',ie)+tn(p‘, —ir) s 
Nu(P, €) ig -n(p, —a). 
l n r . 
n(pi, ie)—n(pi, —ix) 


> 
- 


. 1 
= — 1Tp!n(P, — PT 


N 8 1 
np, z)— np, —=) 


— ep‘ r Pp. pr). 
l \ 
n(p*,2)-+ 
sowie 


es Ist 


Den Funectionen sinamz, cosamz und Jamz entsprechen die folgenden: 


n,(P,%) N,(P, €) 


u; 
DS (Ps %, 1er u: 
No\P> 7) ” No\P> %) 


C \ 0.9 (P> «) u N, (P, €) 
(p: L ’ Wi \ ’ ’ 
f N.\P;> I) e N, 


‚(p, €) 
n,(P, €) — 2,(P, ©) 


D/(p. x) e 
PR) N.(P> ®) n.(P, €) 


wenn 
n, 
i — =a, 
N; 

gesetzt wird. 
Es hat keine Schwierigkeit, die meisten für die elliptischen Fune- 
tionen gültigen Relationen auf die multiplieatorisch periodischen zu übertragen. 


$ 2. 
1. Bezeichnet « eine primitive n!® Einheitswurzel, » zunächst eine 
ungerade Zahl, so genügt die Function 
/.N n,(p, ax) 
p(e) = 7 
1 NP, €) 
wir ziehen dieselbe desshalb anderen ähnlich gebildeten vor, weil für sie 
die Rechnung verhältnissmässig einfach wird) der Gleichung 


1 | 
ff} \ u Win £ N 
y(pa) = ara), 


so dass 


n 


p"(px) = y*(e) 
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ist. g*(@) ist somit eine Funetion mit der multiplieatorischen Periode » 
und muss sich daher durch irgend eine solche Function, z.B. S(p, x) aus- 
drücken lassen. Die Ausführung dieser Rechnung, die hier in ganz anderer 
Weise bewerkstelligt werden soll, wie durch Herrn Kiepert in der Ab- 
handlung: „Wirkliche Ausführung der ganzzahligen Multiplication der ellip- 
tischen Functionen“, dieses Journal Bd. 76, ist die Aufgabe der folgenden 
Untersuchung. 

2. Wenn wir die Methode benutzen, welche in dem Königsberger- 
schen Lehrbuche pag. 350 ff. dargestellt ist, finden wir ohne Schwierigkeit 


2 1 \ 2 3 \ 2 1 ’ 
\ S’(p, ap) ee) 


"(zz 


2 } / . 2 3 2 3 er 
S’(p, ap! z)—S’(p,a) S’(p,a?’x)—S’(p, a? p?) 
n+1 n—] 
2 3 .\__Q3 3 .5\ Q 2 EEE 2 u 
> (m e®z)—S (p,a®’p?) SS (ma " 2)-S(p,e ' pP?) 
nn 4 ‘2 + 1 n—+1 n-—-] 
S’(p, a’ x)--S’(p, «®p?) ur 
> \E J z di 12 2 2 2 \ 
S(p,@ * 2)—-S’(p,e ° p?) 


und indem wir, behufs Bestimmung von (€, z=1 setzen: 
S’(p,ap)  ,_S’mad)—S’(p, atp! 


S’(p,ap!)—S’(p,a)  S’(p,a?)—S’(p, a?p! 








n+l1 


2, IN S2/ 2 Ix 
> (pP, @?)—S (pP, @®p?) 





S’(p, a?)—S?(p, atpr) a > u = . 
(pa )-S (pa p?) 

Es ist nieht meine Absicht, auf demr eingeschlagenen Wege weiterzugehen, 
da wir nach dieser Methode den Ausdruck für g"(z) in recht complicirter 
Form erhalten. Wir begnügen uns vielmehr damit, aus dem gefundenen 
Resultate den Schluss zu ziehen, dass sich %* (x) (wie sich leicht mittelst 
bekannter Rechnungen ergiebt), abgesehen von dem Factor 

ns(P, @) 

a 
als eine algebraische Function von S(p. x), S(p.«) und x darstellen lässt, 
welche keine höheren Irrationalitäten als Quadratiwurzeln enthält. — Um zur 
wirklichen Ausrechnung des gesuchten Ausdrucks für 4”(z) zu gelangen, 
wählen wir einen ganz anderen Weg. 


) 


3. Da sich %"(@) als rationale Function von we =S(p,«) und der 





einzigen Irrationalität YR(w) = V(1—w”) (1—x° 0”) darstellen lässt und ausser- 
dem dieselben Unstetigkeitspunkte wie S(p,«) besitzt, mithin eine ganze 
Funetion jener Grössen sein muss, so dürfen wir setzen 


1)  g*(a) = h(w)+f(w)YR(w), 
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worin fu(e) und f,(w) ganze Functionen bezeichnen. Dieser Ausdruck muss 





E92 
1 ——— 
us- wegen der Doppeldeutigkeit von YR(w) noch einen zweiten Werth: 
rer yı(la) = h(w)—f(w)YR(w 
\h- ’ n s \ i 
Pr haben, der in Folge der leicht herzuleitenden Relation 
ip- ' 
. S(p, - ) = Sp, 
len l 2 J 
mit 
er- = a Ti i en n 
n.(p = ) ) ), 
eit rt; )= Io Pe ze’ old a 
A Tage IN 7,(P; €) 
np, — -) hy 
Tr 
identisch ist. — Hiernach haben wir 
(,® ) Fr 
Ko \n Ho\P 
ON Pflım) — [9P: @2) ei 
\se) fu u e n.( L Tr f 
I, \P; X) N,(P; €) 
und 
5 a In 
N (p ar) (p ; 
(3.) (w)-fi(w)R(w) = I = —.. 
\ / fi \ ’ fi \ / \ E N (p, X) N, (p, r 
Da man sich aber leicht davon überzeugt, dass bereits 
a) N ) 
ON, n.(p; ar) lo\Ps a / 
ter N,(P; €) No (P; x) 
en alas . an ’ in | 
die multiplicatorische Periode p besitzt, so dürfen wir mit Rücksicht auf 
St . r . . » . .. . 
die Unstetigkeitspunkte und darauf, dass jener Ausdruck ungeändert bleibt. 
wenn man x mit —zx. also © mit —w oder (wodurch eine Irrationalität 
ee i 1 
ausgeschlossen wird) x mit — . vertauscht, 
st, N 
n.(p, @x) n.(P, a / 
u (4. ZZ SEN EZ — = a+bw‘ 
7, Y.\P, X) /R (P; X] 
setzen. — Um a und 5b zu bestimmen, wählen wir r=1 und finden 
er ER No (P» ©) 
bi m 
“ ferner 2=p°a und erhalten 


0 = a+bS(p,pie); 
hieraus folgt 
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n,n.Cp, «)n,(p, pie) 


N.(P, «) 
MS Pe)  mmmln pe) 
_ _mMmm(pe)m(pe) __ mn(D,e) 
4 I u 
er: 
N, 
also 
n(P, @) 
No 
Da nun aus (2.) ersichtlich ist, dass f,(w) durch die Vertauschung von x 
mit —x, also von « mit —w keine Aenderung erleidet, so ist fu(w) eine 
gerade Function von w, die bis zum (» —1)ten Grade ansteigen kann. Aus 
3.) ergiebt sich dann weiter, dass f} (w) nur gerade, also f,(w) nur gerade 
oder nur ungerade Potenzen von w enthält; da wegen (4.) f,(w) bis zum 
n— 2)ten Grade ansteigen muss, kann nur das Letztere der Fall sein. Wir 
setzen daher (das Anfangsglied von f,(w) bestimmt sich unmittelbar) 
fı(w) = l+aw+aw'+..-+a,_,w""), 
v Ä 
ng 


0 


a+bw = 1-2’S’(p, a)w?). 


n—?\ 


w+b;w’-++--+b, .0""") 


und haben 


\2 


1+a,w+a,w'+---+a,_,0""") 

— (bw+bw+.-.+b,_w" YA (+7) w’+zw*) 
— (1-2#'S’(p, e)w”)*. 
Multiplieiren wir aus und vergleichen die Coeffieienten gleich hoher Potenzen 
mit einander, so ergeben sich +1 Gleichungen, aus welchen sich die 
unbekannten Coefficienten bestimmen lassen. Wenn nun auch diese Glei- 
chungen die Unbekannten im zweiten Grade enthalten, also nach ausge- 
führter Elimination auf Gleichungen höheren Grades führen, so ist doch 
aus den unter 2. durchgeführten Betrachtungen ersichtlich, dass sie unter 
Zuhülfenahme keiner höheren Irrationalitäten als Quadratwurzeln lösbar sein 
müssen. — Wir führen die Rechnung für den einfachsten Fall durch. 
4. Für »= 3 haben wir 
A+aw)—-bw(1-(1+r)w+zw) = (1-2°S’(p, e)w’), 





also 


24—b, = —32°S’(p, eo), 
a+b1(1+7) = 3x*’S*(p, e), 
b} x’ er Sp, a), 
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woraus folgt 

b, = +2’8°(p,0), 

a = 28°(p,0)(2’8*(p,0)-3), 
also 


(a) = ns(P, @) 1+2’S°’(p, a) (2’S’(p, @)— 3) w’ 


n, 
+2 S°(p, ao)w/(1-w)(1-zw)]. 
Die Bestimmung des Vorzeichens der Irrationalität glaube ich übergehen 
zu dürfen. 


9. Ist » eine gerade Zahl, so stellt bereits g° (x) eine multipli- 
;atorisch periodische Function dar, so dass sich diese Grösse rational dureh 
v und YR(w) ausdrücken lassen muss. Der Gang bei der wirklichen Aus- 
führung bleibt wesentlich derselbe wie bei einem ungeraden », abgesehen 
davon, dass die Schlüsse über den Grad von f,(w) und f,(w) nicht mehr 
zutreffen. — Um auch für diesen Fall ein Beispiel zu geben, wählen wir 
n—4, also @«=i, und setzen mit Rücksicht darauf, dass S(p,)=1 ist: 

(a+taw+aw)—b,(l1—-w(1+2)+zw) = (1-7 w”). 
Die Coeffieientenvergleichung ergiebt ausser a, = 0: 
a—b, = 1, 
2a,a,+ b,(1-+7') —_ 2x, 
e&—bir = x". 


Bringen wir in der zweiten Gleichung das zweite Glied auf die rechte 


Seite, quadriren dieselbe und eliminiren mit Hülfe der beiden anderen Glei- 


chungen a, und a,, so folgt leicht 
,=0, ae a=t+tl, a=F+«. 
Das noch fragliche Vorzeichen bestimmt sich leicht durch die Bemerkung, 
dass wir für z=1, also w = 0 
u n.(p,i) UV n? 
N n N(P> 1) N. 
haben. Somit ist 


2 n: 1 ie n; D?/ 
p (£) = a5 \ — 10 ) sa ng: P: TC). 
0 0 


Frankfurt a. M., im März 1882. 














Zur Theorie der arithmetischen Functionen, welche 


von Jacobi y(c) genannt werden. 
(Von Herrn Schwering in Coesfeld.) 


Seien p und A irgend zwei reelle ungerade Primzahlen, x eine 

Wurzel der Gleichung: 

1) = 1, 
ce eine solche der Gleichung: 

@) #=-1, 
wo nur die Einheit beide Male ausgeschlossen werden soll, und 

8) p= 2nıtl, 1 >38. 

Ferner möge g eine primitive Wurzel mod.p sein. Setzen wir dann: 


N ( 2 a? a: Ben „P—? 
(a, 2) = c+t0.0 +0,’ +o. co" +.- tor, 2” 
oder 


i —? 
(4.) (a, €) . u m x”, 


so ist 

5.) v(e) = ee 

(aitk, x) }) 
und durch diese Gleichung ist, da die Exponenten A und k willkürlich 
bleiben, eine ganze Reihe verschiedener y-Funetionen eingeführt. Man kann 
sich nun die Aufgabe stellen, die wirklich verschiedenen w auszusondern 
und ihre Anzahl zu bestimmen. Diese Aufgabe ist, wie Herr Bachmanr in 
seinem Werke „die Lehre von der Kreistheilung“ Seite 92 angiebt, von Jacobi 
gelöst und die Lösung wohl in seinen Vorlesungen mitgetheilt worden *). 
Seit einiger Zeit mit der T’heorie der fünften Potenzreste beschäftigt. 
fand ich nun zunächst durch Induction den Satz, der dann auch durch 
Bildung der Norm bewiesen wurde, dass 1+w(«) immer durch (1-«) 
theilbar ist. Viese interessante Eigenschaft der w-Funetion zeigte sich aber 


*) Vgl. meinen nachfolgenden Aufsatz. Kronecker. 








D 
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als allgemein gültig, und die bei dem Nachweise benutzten Prineipien führten 
auch zu einer Lösung jener von Jacobi bereits erledigten Aufgabe. Ob 
meine Lösung mit der von Jacobi gegebenen übereinstimmt, ist mir unbe- 
kannt geblieben, da dieselbe meines Wissens noch nicht veröffentlicht ist. 

Um nun den angegebenen Satz zu beweisen, seien die w-Funetionen 
von jetzt ab durch die Gleichung: 


(6.) Be TA 
definirt. Ferner sei: 
v,.() = AMP +APIa+ANP ar + AL ai 
Im Allgemeinen werden wir die Doppelindices weglassen dürfen. 
Wir betrachten die Congruenz: 
1+9%+’ = g’°+*(mod.p). 

p—1 
) 
zahlig durchlaufen, so wird diese Congruenz eine begrenzte Zahl möglicher 

c aufweisen. Die Anzahl derselben nennen wir nach Gauss 
(b, d). 
Dann hat man, wie leicht zu sehen, 
(7)  (&b,d)=(d,b)=(—b,d—b). 

Ein negativer Index —b äquivalirt durchaus dem positiven A—b. Fassen 
wir nun die Function w,, ins Auge, so sehen wir, dass für deren Coeffieienten 
A die Gleichungen bestehen: 

A, = (0,0) +(434-1)+(2,4—2)+.-+(4-1,1), 

A, 0,1) +10) +2,4-1)+--+@-1,2), 

A» 0 e) FR < +(2,0) ++ er 9 


Halten wir 5 und d fest und lassen a alle Werthe von 1 bis ganz- 


I 


Am > _ 0, I-D+a, h—i )+, ER a1, 0, 
in welchen der Einfachheit halber die oberen Indices der Grössen A weg- 
gelassen sind. Der Beweis unseres Satzes erfordert aber den Nachweis 
des Bestehens der drei Congruenzen (mod. 4) 
1+A+A, + +AomMN = 0, 
A, + 24:4. -+@—-D)A-, = (0, 


ER VEEEE  E 2 
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welche sich ergeben, wenn man w(«) nach Potenzen von 1—« entwickelt. 
Dieser Nachweis soll nunmehr durch die obigen Ausdrücke der Coeffieienten 
A geführt werden. 

Die erste der drei Congruenzen ist selbstverständlich, da die linke 
Seite den Werth p—1 = 2r% hat. 

Zum Beweise der zweiten erwäge man, dass der Summand (0,z 
mit zwei behaftet in A, vorkommt, weil (0,2) = (2,0) ist. Ferner erscheint 
0,2) wegen (0,2)=(A—2%,4—x) auch in A,;_.,. Daher erscheint in 

2%.A, 
der Summand (0, 2) multiplieirt mit 22+(4— 2x), d.h. mit4. Der Summand 
z,u), wo z und « von Null verschieden sind, kommt in sechs Formen 
vor. Sie sind: 
zu) = (u, 2) = (1-7, u—%) = (u—2,1.—-2)=(A—u,2—u)= (2 —u,h—u), 
Die erste und zweite Form erscheinen in A,.,, die dritte und vierte in 
A,,._r, die beiden letzten in A,;..... Daher erscheint (z, «) in der Summe 
multiplieirt mit 44, w. z. b. w. 
Betrachten wir endlich die dritte Congruenz, deren linke Seite sich als 
En 
> x 
darstellt. Durch analoge Schlüsse wie vorhin beweist man, dass dieselbe 
sich abgesehen von Vielfachen von’ 4 auf 
3270, )+6F(2+W—2zu) (z, u) 
redueirt. Man hat nun aber, wie die Kreistheilung lehrt, auch die folgenden 
Beziehungen: 
’_1 = (0, 0)+(0,1+(0,9+---+(0, 4-1), 
p—1 
/ 


= (1,0)+(1,9+(1,2)+--+(1,2-1), 


p—1 
) 


= (2,042, 4, 94-4 2-1), 


Multiplieiren wir die zweite, dritte, vierte u. s. w. dieser Gleichungen mit 
1.4. 9, ... der Reihe nach und addiren, so erhalten wir links eine durch 
, theilbare Summe, rechts aber erscheint: 

z2.(0,2)+28(2+ u 2xu)(z, u), 


welches also, w. z. b. w., durch A theilbar ist. 
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Hiermit ist der obige Satz bewiesen und zugleich gezeigt, dass auf 
Theilbarkeit durch eine höhere Potenz von (1—e) als die dritte nicht ge- 
hofft werden darf, weil sie in dem dreigliedrigen Cyklus (7.) begründet ist. 

Zusatz. Der obige dreigliedrige Cyklus (7.) führt auf einen sechs- 
gliedrigen unter den Funetionen w,,. Die resultirenden Functionen sind 
aber nur dann alle verschieden, wenn die Congruenz 

"+H0+1 = 0 (mod. 4) 

keine ganzzahligen Auflösungen besitzt, also wenn = 6m+-5 ist. Ausser- 
dem fallen immer 4—1 complementäre Combinationen, z+u=4, als zu 
Entartungen führend heraus. Ferner sind die drei Grundeombinationen 
Y%s Wir, Yıran auf einander zurückführbar. Hieraus ergiebt sich fol- 
sendes Endresultat: Ist —1 durch sechs theilbar, so existirt ausser dem 
letzten dreigliedrigen Cyklus ein zweigliedriger mit zusammen 3+2=5 
Typen, die zwei Urtypen entstammen. Es bleiben —7 Typen. Denn 
von den (4—1)' Combinationen wurden —1 als zu Entartungen führend 
verworfen, und da jede Funetion w,, zu A—1 weiteren führt, wenn man 
für @ alle A—1 verschiedenen Wurzeln eintreten lässt, so bleiben —2 übrig, 
von denen die obigen fünf subtrahirt wurden. Diese —7 Typen redueiren 
sich auf L(4—7) Urtypen und daher ist die Anzahl der Functionen w für 
,»=6bm-+1 im Ganzen 1(4+5). Für = 6m+5 ist diese Zahl 4(.+1), 

So ist z.B. 
für A= 13, die Anzahl der w gleich 3, indem 


Vi = Vınmn = Vs; Yıs = Vs 
VY=W,w 


für 4= 17 ist die Anzahl der w gleich 3, indem: 


\ 


V=V,ı = Vs = Vs: 


Viı=-Vıs = Vıs, 
Una Va Vo = UV, un UV, =W 5: 


V3; = UV, nun = Vs = Vi = U, wm V, m 


l 


Die Argumente sind leicht passend zu ergänzen. Für =7 hat man die 
zwei Funetionen w,, und vw. So fürp= 11: 
vn.(a) = 3+12«@e+120+10e’+120+10a +100", 


12+12a + 6a’ +11e’+ Sat+ Ga+14o". 


Ent 
1) 
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Zur Theorie der Abelschen Gleichungen. 


Bemerkungen zum vorstehenden Aufsatze «es Herrn Schwering. 


(Von Kronecker.) 





I. 


Die von Herrn Schwering gefundene und nachgewiesene Eigenschaft 


der eomplexen Zahlen w(«) lässt sich auch aus allgemeineren Eigenschaften 
der bei den Abelschen Gleichungen auftretenden Ausdrücke herleiten. 
Beschränkt man sich auf einfache Abelsche Gleichungen und be- 
zeichnet man wie in meinem Aufsatze „Ueber Abelsche Gleichungen“ (Monats- 
bericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom December 1877, 
S. 845 u. folg.) mit 
(R=0, 1, ... n-1) 
» unbestimmte Grössen, mit ® eine primitive »!* Wurzel der Einheit und 


mit ®, die Summe 
(r=V, 1, .. 


so wird der Quotient 

o771077 

Bunte 
eine ganze Function von &‘, deren Coeffieienten rationale eyklische Func- 
tionen der » Grössen x sind, und welche mit w,,(®") bezeichnet werden 
soll. Setzt man nämlich, wie schon a. a. O. angegeben worden, zuvörderst 
eine Jariable w an Stelle der Wurzel der Einheit ®, so dass an die Stelle 
der mit @, bezeichneten Summe der Ausdruck 


y h 
Zw", 


. 
tritt, so findet offenbar die Congruenz 

Su”x, = w”"Z& wo" xz,, (mod.(w"—1)) 
statt, wenn m, s irgend welehe nieht negative ganze Zahlen bedeuten und 
unter ©, für den Fall, dass k>r-—1 ist, der kleinste nicht negative Rest 
modulo » verstanden wird. Hieraus folgt die Congruenz 








aft 
ten 


be- 
ıTS- 


Ne- 
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rSst 


le 
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IHZw"sx = NZ&w"”r,,, (mod.(w"—1)) r=0,1,..0-1), 


wenn darin die Producte auf eine Reihe von Zahlen m erstreekt werden. deren 
Summe durch » theilbar ist. Da hiernach das Produet 
IIE w”x,,, (r=d9, l, ...n—1; m MM, MM, May 2..), 


fir den Fall, dass m, +m, +m,+:-- =0(mod.n) ist, im Sinne der Congruenz 
modulo (@"—1) ungeändert bleibt, wenn für s irgend eine der Zahlen 0, 
l. ... n—1 gesetzt wird, so ergiebt sich die Congruenz 


IE w" x, — f(w) (mod. (w"—1)) (r=0, 1,...n—1; m ,, 8,, Mn, ), 


in welcher f(w) eine ganze Function (n—1)ten Grades von w bedeutet, 
deren Coefficienten ganze cyklische Funetionen der »n Grössen x sind. Ver- 
bindet man endlich hiermit die Congruenz 


NI2Ew" x, —— f(w) (mod. (0"—1)) (r=V), 1,..n—1l; mm, MM. Ma, ...), 
wo mut mı+m2+-- = O(mod.rn) vorausgesetzt ist, und f(w) eine Function 


von derselben Beschaffenheit wie f(w) bedeutet, so gelangt man zu der 
allgemeinen Congruenz 


fwW)NEw" x, = f(w) IE! w"” x, (mod. (@"—1)) (=, 1,...n-1), 
m r m r 


in welcher die Zahlen m, m, auf welche die Multiplieation zu erstrecken 


- 


ist, nur der Bedingung unterworfen sind, dass die Summe der einen für den 
Modul » congruent der Summe der anderen sein muss. Diese allgemeine 


Congruenz lässt sich auch in folgender Form darstellen: 
(A.) zw" n,). uw n,).(& wo" 2.) = p(w) (mod. (w"—1)), 
(r=0, 1,... n—1; Im +!'m’+l’m’+ ..-— 0 (mod.n)) 

wo g(w) eine ganze Function (»—1)!en Grades von w» bedeutet, deren 
Coeffieienten cyklische, rationale (ganze oder gebrochene) Funetionen von 
T, &y ... X, Sind. Setzt man in der Congruenz (A.) an Stelle der Variabeln 
» die nt° Wurzel der Einheit ©, so resultirt die Gleichung: 

(B) 6), 


u} u 1/7 / AN 
Or = ylw (Im+Im’+V"m" +... 0 (mod.n)), 


aus welcher für den speciellen Fall /=7”=1, "=-—1 hervorgeht, dass in 
der That, wie oben angeführt worden, 


1% 3] 
‚nn ©, { kt / N 
(C.) = W,,(W) 
, \ 7) 
nt) 


d.h. dass der Quotient links eine ganze Function von w’ ist, deren Üoefficienten 
43* 
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rationale eyklische Funetionen von ©, 2, ... @,-, Sind. Ist x, wie im 
Aufsatze des Herrn Schwering, eine primitive pt Wurzel der Einheit, y eine 
primitive Congruenzwurzel von p, und setzt man = p-—1l und 


u a j 2 
X, gl T, T, RR L b | — 2 L . . ” In rn c h) 


so fallen die durch die Gleie a (C.) definirten Ausdrücke w mit den 
Jacobischen zusammen. 
Bedeuten nun wieder, wie vorher, &, 2, ... &,_ı unbestimmte Grüssen 
und entwickelt man das Produet 
22 w"r,.2w" x, Be . 


nach steigenden Potenzen von (w—1), so kommt, wenn man von denjenigen 
Gliedern absieht, die eine höhere als die zweite Potenz von (w—1) enthal- 
ten, und wenn man zur Abkürzung 

<ı, = A, zre, =X, Sru,=Ä, 
setzt: | 


2X —(h+k)w—l)w-3) AL ++ (ww XR,—hkkw—1’E(r—s)’x,r. 


(r,s=0, 1, ... n—1l) 
Andererseits ergiebt die Entwickelung von 220’ z,, abgesehen von den 
r 
mit (@—1)' beginnenden Gliedern, das Aggregat: 
2X— (h+k)w—l)w—3)AX,+(h+K(w—1) X,;, 
und es besteht daher die Congruenz 
22:0" r,.Zuw"r, = 2X Wo, hk(w— D’E(r—s)’z,x, (mod.(w—1))) 
(r, s=U, 1, ... #1) 
in dem Sinne, dass die Division der auf beiden Seiten stehenden Ausdrücke 
durch (@—1)’ als Rest eine und dieselbe ganze ganzzahlige Function der 
(srössen 
m, 2 8, 


ergiebt. Da nun, wenn zur Abkürzung 


y — 
u I.J, + A — u), 
r 


gesetzt wird, die Congruenz 
(rs) 2,0, = Sr, (mod.n) (r, s=0, 1, ... n-1) 


besteht, wo Z,, &,, ... ganze eyklische Functionen der » Grössen x sind, 
so erhellt, dass in dem im 92. Bande dieses Journals S. 77 dargelegten 
Sinne die Congruenz 
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(D.) 22 ww" &,.3uW" sc, = 280..2u0" "2, —hkw-1l) Zr. 
r r r r J 


(r=V, 1, ... sl) 
für das Modulsystem 
(n(w—1)‘, (w —1)’) 


stattfindet. Setzt man gemäss der Congruenz (A.) 


(A) Zuw"a.230"2,.20 etz, = 9,(Ww) (mod. (w"—1)) 


(r=0, 1, ... n—I) 
und multiplieirt die Congruenz (D.) mit 
Su ttPe-dz (r=0,1,... n-1), 
so geht dieselbe in die Congruenz 
E.) 29,.() = 2y.,,,(w) —hk(w-1) Erz, (modd.n(w—1), (w—-1)?, w"—1) 
[=0,1, 2 n--1) 
über, in welcher die Ausdrücke y(w) ganze Functionen (» —1)!e" Grades 
von © bedeuten, deren Coefficienten ganze ganzzahlige eyklische Funetionen 
der » Grössen x sind. Diese Congruenz (E.) enthält den von Herrn Schwe- 
ring aufgestellten Satz als speciellen Fall. 
Nimmt man zuvörderst, wie oben, für © die »t* Wurzel der Einheit 
0, wo £ irgend einen Divisor von z bedeutet, so redueirt sich das Modul- 
system der Congruenz (E.) auf das System der zwei Moduln 
n(w—1), (w'—1)', 
und da ©—1 für den Fall, dass der Quotient . verschiedene Primzahlen als 
Factoren enthält, eine complexe Einheit ist, so hat man nur den Fall ins 
Auge zu fassen, wo dieser Quotient eine Primzahlpotenz »” ist. Alsdann 
ist aber v und also auch tv”, 
system in (E.) redueirt sich daher auf den einfachen Modul 
(w—1)°. 
Die in der Congruenz (E.) vorkommenden Ausdrücke p(w) bestimmen sich 
dureh die Gleichung 


d.h. » durch &—1 theilbar, und das Modul- 


(F.) 0,8, _ 4: = (Pur (W*), 


welche aus der obigen Congruenz (A.) hervorgeht, wenn o» = w' gesetzt 


wird, und der Ausdruck Er’Z, in (E.) verwandelt sich, wenn man in 


-. = 58,0, (s=U, 1, .... n—1) 
8 


die Werthe 


1 1 . 
e.= _ew ua’ FE 
 ıh , n Ah 
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einsetzt, in 
Er w" ©,@_, 
Da nun für eine beliebige Grösse w: 


w—N)’ Erw = nw(w—1l)— 2nw"'+w(w >= r = 
ist, so wird 


...” >a 


(@.) Sr a, a £ ’ (A,r=U, 1, 
r N h,r 


wenn % durch die Gleichung 


r k 
@) 2 = 10-Da-Hai-2 Ne nm 


definirt wird. Man gelangt auf diese Weise von der Congruenz (E.) zur 
Congruenz 

(E.) 29,,@) E 2Yo,.(W) —hk(w'—1)'y (mod. (w—1)°), 
in welcher die Ausdrücke 9, x die in den Gleichungen (F.) und (@.) dar- 
selegte Bedeutung haben. 

Speeialisirtt man nunmehr die Grössen ©. &. ... &,_, wie oben 

indem man 

ven, see, Bul, ... u, m a”, n=p-—1l 
setzt und unter g eine primitive Congruenzwurzel von p, unter x aber eine 
primitive p!° Wurzel der Einheit und unter p eine ungerade Primzahl ver- 
steht, so wird 

(H.) o=--—-l @ül_= win u... 

also 


1 
1=- ZLrw"®,0 = 4p(p- 1)-2r 


n hr 
oder 


7=75(p-D(p-11p +12) = — 50 (n’— 9n +2) 


und daher 
2 = —Tsn(n—2)(n+5) (mod.n). 
Da nun »= tv" und folglich g=0 (mod. r) wird, wenn die Primzahl v3 
und wenn nur nicht »"=3 und dabei = +1 (mod. 3) ist, so geht die Con- 
gruenz (E.) in die einfachere 
I) pro) = Pon(w) (mod. (w-1)) 
über, welehe vermöge der Gleichungen (C.), (F)) und (H.) auf die Form 


J)  pw.(o)=—p oder also w,,(w) = —1 (mod.(w'—1)}) 
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gebracht werden kann; und w’ bedeutet hier eine primitive Wurzel der Ein- 
heit, deren Exponent irgend eine in p—1 enthaltene ungerade Primzahlpotenz 
ist, wenn nur der einzige Fall ausgenommen wird, wo t=4{p-—]1) und 
zugleich # nieht durch 3 theilbar ist. 

Die Vereinfachung der Congruenz (E.) ist keineswegs auf die Kreis- 
theilungs-Gleichungen beschränkt. Man kann nämlich für eine beliebige 
ungerade Anzahl Grössen &,, &, -.. &,_, eine ebenso grosse Anzahl ganzer 
rationaler Funetionen derselben 


! 


! ! 
Ts T “ . . . in 


'n—l 


so bestimmen, dass die daraus gebildeten Ausdrücke © diejenige Eigen- 
schaft besitzen, auf welcher — im Falle der Kreistheilungs-Gleichung — 


der Wegfall des letzten Gliedes in der Congruenz (E.) beruht. Es ist dies 
die Eigenschaft, dass das Product ®,@®_, für alle a—1 von Null ver- 
schiedenen Werthe des Index Ah denselben Werth hat. Um solche Grössen 
x zu bestimmen, setze man 


un u. | a) u 1 hi 0,1 l \ 
(K) I: ‚=0, ı=-—- Io"o) Per 


n 17 
Alsdann sind die » Grössen x’ ganze ganzzahlige Funetionen der » Grössen 
x, und jede der » Grössen x’ lässt sich daher als ganze Function einer 
der Grössen x so darstellen, dass die Coefficienten rationale eyklische Fune- 
tionen VON Xu, Zi, ».. Z,_, Sind. In dem durch die symmetrischen und 
eyklischen Funetionen von &,, &, ... z,-ı gebildeten Rationalitäts-Bereiche 
wird also durch x, eine Gattung algebraischer Functionen »!° Ordnung re- 
präsentirt, welcher alle » Grössen x ebenso wie alle » Grössen x’ ange- 
hören. Die aus den Grössen x’ gebildeten Ausdrücke 


@, = 5 w”r, (h.r=U, 1. n—1) 
erfüllen nun vermöge der Gleichungen (K.) die Bedingung: 
(L.) ®, @_, = ©,@, (h=1,? n—1), 
und es wird daher der Ausdruck 
1 N u ! 
ZSr’w” 0, @W_, (A,r=0,1,...n-l), 
n h,r 


welcher dem oben mit 4 bezeichneten entspricht, gleich Nail. Die Congruenz 


E.) erhält demnach die einfache Form: 


(E) 9Yu(®) Z Ponr,(w) (mod. (w —1)’), 
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wenn = 1 gesetzt und der Factor zwei weggelassen wird. Diese Congruen;z 
hat nur dann eine Bedeutung, wenn » Primzahlpotenz ist, da sonst @—1 com- 


plexe Einheit ist. Wenn aber »=»" und v eine ungerade Primzahl ist. so 
3 


kann (o—1)’ als Modul durch v° ersetzt werden, wo = v""(v-—1) zu 

nehmen ist. Führt man an Stelle der Ausdrücke g' die durch die Gleichung 
0,®, = Dr Wr 

definirten Ausdrücke w ein, so geht die Congruenz (E'.) in folgende über: 

(E')  w..(o) = =, (mod.(o--1)') F=0,1,...n-1), 


und man sieht also, dass in jeder Gattung Abelscher Gleichungen eines be- 
liebigen Rationalitäts-Bereiches solche Gleichungen existiren, für die eine ebenso 
einfache Congruenz (E'.) besteht, wie für die Kreistheilungs-Gleichungen. 

Führt man die Ausdrücke ® selbst ein, so erhält man an Stelle 
von (E’.) die Oongruenz: 

o,®, = @,®,,, (mod. (w--1)?) 

und also nach Einsetzung der durch die Gleichung (K.) definirten Wertle 
der Ausdrücke ®': 


+ 2,0, (mod.(w—1)?). 


O_7)—k 
In dieser Congruenz können die Factoren ®, weggelassen werden, da 

ö, = I1®, (&=1,2, ... u—1) 
und also offenbar nicht durch ®—1 theilbar ist. Es zeigt sich daher die 
Congruenz 

(N) @,®,8_,_, = ® ,®_,®,,, (mod.(w—1)?) 

als mit der Congruenz (E”.) äquivalent. Diese Congruenz (M.) lässt sich 
aber ganz unmittelbar verificiren. Denn wenn man auf beiden Seiten die 
Werthe der Ausdrücke ® substituirt, alsdann, um nur positive Exponenten 
zu haben, die Indiees —Ah, —k durch »—h, n—k ersetzt, und endlich an 
Stelle von ® eine Variable © nimmt, so kommt links 


(N.) > ww” Hks+(?n u - X. z 
r,s,t 


und rechts 
(N’.) Zur PHEDH+lHNr 2.2. 


r,8,t 
KEntwiekelt man diese Summen- Ausdrücke nach steigenden Potenzen von 
vo —1, so ist das erste Glied auf beiden Seiten dasselbe, nämlich. 


(3 x.) (‚ =() 1, 
Y 


das zweite Glied, welches die erste Potenz von (ee —1) enthält, wird aut 
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beiden Seiten durch » theilbar:; denn der Coeffieient von (w—1) wird für den 
Modul » dem positiv oder negativ genommenen Werthe der Summe 


Z(hr+ks— (h+Nl)z,x,, [r,s,t=0,1,..n—l) 
r ,s,t 
congruent, welche offenbar gleich Null ist, da hierin das Produet 
Sst2,232,&t, 
r ji r 


zuerst mit dann mit % und zuletzt mit —(h+%) multiplieirt erscheint. Im 
dritten Gliede endlich wird der Coeffieient von (w—1)’, abgesehen von Viel- 
fachen der Zahl », gleich 

5 (hr+ks— (+ hl’ zn, F4 &(hr+ks— (h+kh)t)e,e,e,, 


r,s,t 
[r,.,t=G 1... nl) 


und zwar erscheint das obere Zeichen des zweiten Theiles dieses Ausdrucks 
auf der linken Seite, das untere auf der rechten Seite der Congruenz. Eben 
dieser zweite Theil ist aber identisch Null, jene beiden Summen (XN.), (N'.) 
sind also für das Modulsystem (z, (w —1)’) einander eongruent, und an Stelle 
dieses Modulsystems tritt für @ = w der einfache Modul (w—1)’, da » dureh 
(o—1)’ theilbar ist. 


I. 

So wie hier die in der Congruenz (J.) dargelegte Eigenschaft der 
complexen Zahlen w(w) aus ihrer ursprünglichen Definition durch die Glei- 
chung (C.), nicht wie bei Herrn Schwering aus jener zweiten, in der Glei- 
chung (6.) des vorstehenden Aufsatzes enthaltenen Definition abgeleitet 
worden ist, so ergiebt sich auch die Reduction der Functionen w,, auf den 
sechsten Theil ganz unmittelbar aus jener Gleichung (C.). Diese Reduetion 
beruht ebenso wie die Vereinfachung der Congruenz (E.) auf jener schon 
oben hervorgehobenen Eigenschaft, dass das Product ®©,@_, für alle »—1 
Indices A denselben Werth hat, und ist also auf alle Abelschen Gleichungen 
anwendbar, welche jene Eigenschaft besitzen. Ist nämlich, wie oben, 

(P.) wi. = .- = , ©8 ,=-@®,@_, (1 k=1, 2, ...n1), 
DJn+k 
so ist unmittelbar ersichtlich, dass die sechs Ausdrücke 


! 


| Ya Ys Ya Man Ya Ya 
mit einander übereinstimmen. Dies findet sich schon in dem Heft Jacobischer 
Vorlesungen aus dem Jahre 1836, welches in der Vorrede des Bachmann- 
schen Werkes über die Kreistheilung erwähnt ist. Jacobi wendet darin 


folgende Bezeichnungen an: 


Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 4. 44 
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 E k ok (a, z)(a", €) en... ion 
wazger, WO Tan) un) 


wo x eine primitive p!® Wurzel der Einheit, «@ eine primitive 4 Wurzel 
der Einheit, g eine primitive Congruenzwurzel der Primzahl p und 4 einen 
Primfactor von p-—1 bedeutet; er geht genau auf die Bedingungen ein, 
unter denen einige von den sechs verschiedenen Index-Systemen der in 
ihrem Werthe übereinstimmenden w-Functionen mit einander identisch werden. 
und formulirt das Endresultat in folgender Weise: 

„Die Anzahl der zu bildenden Funetionen (w) ist gleich der ganzen 

Zahl, welche nur um einen echten Bruch grösser ist als 12." 
Hierbei bedeutet 4 diejenige Zahl, welche oben mit » bezeichnet worden 
ist. Dass sich die Functionen y „immer unmittelbar auf den sechsten Theil 
zurückführen lassen‘ hat Jacobi mit eben diesen Worten auch in seiner im 
Monatsbericht der Berliner Akademie vom October 1837 abgedruckten Mit- 
theilung (8. 132)”) angegeben. In der Note, welche diese Angabe enthält, 
fügt Jacobi hinzu: „Ich habe sogar durch eine bis « = 31**) fortgesetzte 
Induetion gefunden, dass sich alle Functionen w immer durch die Werthe 
einer einzigen ausdrücken lassen“. Bezüglich dieser Frage enthält aber die 
XV II'e der oben angeführten Jacobischen Vorlesungen in der mir vorliegenden 
Nachschrift die folgende ausführlichere Darlegung: „Wir haben in der XV 
Vorlesung gesehen, dass man die Anzahl der zu bildenden Functionen y 
immer auf den sechsten Theil redueiren kann. Diese Reductionen sind die 
einzigen, die unmittelbar eine Function auf die andere zurückführen, indem 
man nur statt « eine andere Wurzel setzt. Man kann aber, wenn man sich 
bloss die Aufgabe stellt, eine Function  vermittelst der anderen auszudrücken, 
noch ganz andere Relationen angeben, durch welehe man aus einer Func- 
tion die andere erhält, indem man in ihr für &@ andere Wurzeln setzt und 
mehrere dieser Ausdrücke mit einander multiplieirt. Im Allgemeinen erhält 
man aus einer Funetion w(e) die —1 Funetionen 

v(0), w(e), y (a), WW BT), 

und durch Multiplieation einiger dieser Funetionen wird man wieder auf 
Funetionen v kommen können. Es ist jedoch sehr schwer, das allgemeine 


Verfahren anzugeben, indem jede Primzahl 4 hier als ein Individuum auf- 


*) Vgl. auch dieses Journal Bd. 30 S. 170. 
*®) Mit @ ist hier diejenige Zahl bezeichnet, für welche Jacobi in seinen Vor- 
lesungen den Buchstaben A gebraucht hat. 








4 
ze] 
nen 
ein, 

in 
len. 


ZEN 


den 
heil 
im 
Mit- 
yält, 
tzte 
rthe 

die 
ıden 
Vten 
n V 

die 
dem 
sich 
ken, 
ING- 
und 
hält 


auf 


ine 
uf- 


'or- 





Kronecker, zur Theorie der Abelschen Gleichungen. 347 


tritt, für das bis jetzt ganz besondere Verfahrungsarten angewendet werden 
müssen. Ich habe daher früher auch eine ziemlich weit getriebene In- 
duetion angewendet und den Satz nicht allgemein, sondern nur für die 
einzelnen Primzahlen bis 31 bewiesen. Man gelangt hierbei zu sehr merk- 
würdigen Ausdrücken für die Grössen unter dem Wurzelzeichen, welche Pro- 
duete aus den verschiedenen Werthen einer Function w werden, die durch die 
Natur der Primzahl bestimmt ist. Eine hierzu dienende Formel ist z. B. die- 
jenige, mittels deren man das Produet zweier Functionen w durch das Pro- 
duet von zwei anderen ausdrücken kann“. 
ab, welcher bei der oben in (C.) 
liren lässt, dass das Produet 


Jacobi leitet hierauf einen Satz 
definirten Bezeichnung sich dahin formu- 


WR Wirk 

bei beliebiger Vertauschung der drei Indices k, %, ! ungeändert bleibt. 
Diesen Satz, dessen Inhalt in Evidenz tritt, wenn das Product w,, w, ,,, dureh 
Einführung der Ausdrücke (oe, x) oder © in den Quotienten 

a", z)(ar, az), x v,0,@ 

(ef, es; Ye, 2) oder 

(at Br x) Gr 

transformirt wird, benutzt Jacobi im Verfolg seiner Vorlesungen, um für 
eine Reihe von Primzahlen % zu der von ihm erstrebten Darstellung des 


—- 


Ausdrucks © durch eine einzige der Funetionen vw zu gelangen. Er leitet 
die Entwickelung mit der Bemerkung ein, dass die allgemeine T’heorie mit 
grossen Schwierigkeiten verbunden und es daher rathsam sei, die Dar- 
stellungsweise erst an einigen Beispielen zu versuchen, und er gelangt als- 
dann durch Combination der zwischen den verschiedenen w-Funetionen be- 
stehenden Relationen zu den Formeln: 


/ BR ?\ 

2) =pyı(a), 

f er N a (m\ 

0,=2) =pw,(o’)w; (a), 

; ee RT tn 

“,r) = w(a)yıle)yi(e), 

f 11 Ban 2 IN > f N ; 4 N ‚+ f tı 5 7 

0, x) == p’ w, (0 Jy:\e)w,(a )w;(a )Ww (0), 

j 13 a Fr N 47/,% Er a WA 
BB == 1, I h I i 
O&, x) wa )y,(a )w,(a)w,( Jv;(a )Ww,(d), 


: 1 
f 17 6 2 f aD a N ti I/uSN IR S ; 
0, %) p"' y,(@) 3; (a) y3 (a); le") w; (a) wi(le) wi; (a*) un; (a), 


\ 


1 
f » 19 —— “N 2 2\ 3/ + 4 / - af IHN ) fr N 
2 = p'; p, (a) wr(a)yr (a) w; (a) yw; (a) wre‘) w; (a) w; (a 


0, 2)” 1 


/ x 


1 


23 


15\ 


w;( ‚Ur; (0 ) u (0 un (lo url © ‚ 


p’ ’\ / \ / N / I\ 
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Jacobi hat auf diese Weise in der That für die ersten acht ungeraden 
Primzahlen 4 den Werth von («, x)‘ durch Producte 
IT y* (o“), 


wo wr(a®) die pt* Potenz von w(ea”) bedeutet, also durch Producte conjugirter 
w-Funetionen ausgedrückt; dabei hebt er als bemerkenswerthe Eigenschaften 
dieser Produete hervor, dass für die verschiedenen Factoren w(«®) der Con- 
gruenzwerth von p.g (mod.4) derselbe bleibt, und dass die Einrichtung der 


Producte erkennen lasse, wie die verschiedenen Wurzelgrössen, welche bei 
der Berechnung der eonjugirten Werthe (e, x), (@, x), (@, x), ... auftreten, 
durch einander bestimmt werden. Hiermit ist gemeint, dass z. B. für 4 =7 
die Wurzelausdrücke 


\ 


a, 2) = VAT, (w,2) = VE 


so eingerichtet sind, dass das Verhältniss (e, ©)’: (@, x) gleich Yıy/(«) und 
demnach das Wurzelzeichen durch die Bedingung: («, x)‘ = w,(a)(«', x) 
bestimmt wird. Jacobi macht ausserdem die Bemerkung, dass für die 
Zahlen 23=3, 5, 11, 13, 19 die Exponenten der eonjugirten Functionen u 
die Reihe der natürlichen Zahlen von 1 bis 4(4—1) bilden, und er ent- 
wickelt die Bedingungen, unter denen eine solche Darstellung von («, x)’ 
möglich ist, ohne jedoch die Frage allgemein zu untersuchen, ob überhaupt 
— wie er offenbar vermuthet hat — für alle Primzahlen 4 der Ausdruck 
(@, 2)‘ als Product eonjugirter w-Functionen darstellbar ist. 

Es sind, wie ich glaube, diese hier mitgetheilten weiteren, die Re- 
duetion der w-Füunetionen betreffenden Entwickelungen in den Jacobischen 
Vorlesungen — nicht aber jene einfachen und kurzen Bemerkungen über 
die Keduetion der Anzahl der w-Functionen auf den sechsten Theil — 
welche in der von Herrn Schwering eitirten Stelle des Bachmannschen 
Werkes“) gemeint sind, wo es heisst: „die w-Funetionen können sogar auf 
eine noch geringere Anzahl redueirt und die Rechnung dadurch vereinfacht 
werden. Indessen scheint es mir nicht angezeigt, diese feineren Unter- 
suchungen Jacobis hier zu reprodueiren“. 

Die Frage der Reduetion der w-Functionen, mit welcher sich Jacobi 
eingehend beschäftigt hat, kann in sehr einfacher und eleganter Weise mit 
Hülfe derjenigen Mittel behandelt werden, welche ich in meiner Dissertation 


x \ 


‘) Bachmann, die Lehre von der Kreistheilung, S. 92. 
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iiber die complexen Einheiten angewendet habe (vgl. S. 3 dieses Bandes 
oder S. 125 meiner Festschrift zu Herrn Kummers Doetor-Jubiläum). Ist 
nämlich » Primzahl und y eine primitive Congruenzwurzel derselben, so 
sucht Jacobi eine der a—1 Funetionen 


11 


(m , 1,...n—?) 


1,y” h) 

für welche sich ©" als Produet von Potenzen der eonjugirten Funetionen 
Be ((=1, 2, .. »-1) 

t,ty . 


und der a—1 ebenfalls mit einander eonjugirten Ausdrücke 
0,@_, (=1,2,... n—ı) 


darstellen lässt, dass also eine Gleichung 


DD — Ah ik u’k h, k=U, 1, ... n—?2\ 

(Q.) w, .. 11 ı eye + m II GR w yk ( ‚ u ) 

besteht, in welcher die Exponenten r und s ganze Zahlen bedeuten. Es 
macht hierbei keinen Unterschied, ob unter ®, der allgemeine Ausdruck 

Sw"x, (r=0,1,...n—1) 

oder — wie bei der Jacobischen Frage selbst — der besondere verstanden 

wird, welcher entsteht, wenn man darin 
"ME WG Fe. 


und für x eine primitive pt Wurzel der Einheit setzt; nur dass in diesem 
speciellen Falle das zweite Product auf der rechten Seite der Gleichung 
(Q.) sich auf eine ganze (positive oder negative) Potenz der Primzahl p 
redueirt. Jacobi stellt überdies, wie oben auseinandergesetzt worden ist, an 
jene in der Gleichung (Q.) enthaltene Darstellung von @* die Anforderung, 
dass sie „erkennen lasse“, welche der „!®® Wurzeln den verschiedenen eon- 


mu 


jugirten Werthen ©, zukommen, d. h. dass bei einer solehen Darstellung das 


Verhältniss ®,:@’ durch vollständige n'° Potenzen der w-Functionen aus- 


gedrückt erscheine. Hiernach müssen die Exponenten r,, da in @;, das 
erste Produet rechts: 
rn ar er E 
11 Vu t Luyh -m+1 oder 11 Why Hm KV, 1,..n—?2) 


wird, den Congruenzbedingungen 

(R) yr, = r.-ı (mod.n) (h=0, 1, ... n—2) 
genügen. — Setzt man in der Gleichung (Q.) an Stelle der Funetionen y 
ihre Ausdrücke durch die Funetionen ®, so kommt: 


N’ N —n __ N th — ik Ik ii ,1,..n—2 
Q) @=U ©, ®, 4m ®, 141 Il a A er 
‘ K EEE 


Y 
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wenn die Zahl / durch die Congruenz : 

y=1+y" (mod.n) oder != ind.(1+7y") (mod.(»—1)) 
bestimmt wird. Die Exponenten r und s sind hiernach, abgesehen von den 
Congruenzbedingungen (R'.), einzig und allein durch die Bedingungen: 


(R.) nn tnn ts +S, = NO u  e-1) 
bestimmt, wenn 

‚=1(n-]), Iu=0 für h>0, duml1 
ist, und wenn sowohl die Exponenten r als auch die Exponenten s, deren 
Indices sich nur durch ganze Vielfache von » unterscheiden, als identisch 
gelten, so dass für jede Zahl % 


Tr; = Nırns S; — Sr 4 n 


ist. Bedeutet nun Z irgend eine primitive (a—1)!e Wurzel der Einheit und 
multiplieirt man die Gleichung (AR.) mit Z* und summirt alsdann über alle 
Zahlen k=0, 1, ... n—2, so erhält man die Gleichung: 


< (r, 6; Tr, —/ + ur S+& (8, + u er = N (A2=V, 1, ... 


welche unmittelbar in folgende zu transformiren ist: 
A-OH EEE HN ER nn wm. 
? h 


diese liefert, da” = —1 ist, für ungerade Zahlen %k die Bedingungsgleichung: 
(R'‘ „rk km u FR h=V, 1, 2... 0—?\ 
(R .) (1 > +65 J)Er.S 2 k=1, 3 Beh 
und also, wenn unter z eine Variable verstanden wird, die Congruenz- 
bedingung: 


A-2432") 2r,.+(l+2”)Is,” = n (mod.(z""—1)) =, 1,...n-2), 
Da n—1=2r ist, so enthält diese Congruenzbedingung die folgende: 
(R".) (1-243")Zr,z = n (mod.(z’+1)) (=0,1,..n-2), 
welche aber zugleich hinreichend ist; denn, wenn zr,z dieser Congruenz 
und also einer Gleichung | 
(1-3+3")Ir.3' = n+(l1+=’)$b(z) 
genügt, so werden die Zahlen s durch die Congruenz 
2," = —P(z) (mod.(z’—1)) 


bestimmt. Die Gleichung (R') oder die damit vollständig äquivalente 
Congruenz (R”.) bildet also zusammen mit den Congruenzen (R".) die notlh- 
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wendige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit der oben bezeich- 
neten Jacobischen Aufgabe. 

Die Congruenzbedingungen (AR) lassen sich in die folgenden trans- 
formiren: 


rn, = y'r, (mod.n) A=1,2,..n-2), 


welche zeigen, dass 


zer, c" —— ney'c (mod.r) (A 0, 1,..n—2) 
[, h j 


sein muss. Da hiernach für das Divisoren-System (vgl. Bd. 92 8. 72) 
Fe «5 
(n, ee. J 
die Congruenz 


Er. = na 00 Gut. 
h h 
und also, falls k>1 ist, die Congruenz 
Srl=0 (=0, 1, ....n—?2) 
h 


bestehen muss, so folgt, dass die complexe Zahl rd durch jeden der 
„algebraischen Divisoren‘ *) | 

div [nu + ‚ Zum C*] (k=2, 3, ...n—2) 
theilbar sein muss. Nimmt man für # nur Zahlen, die kleiner als n—1 
und zu »—1 relativ prim sind, so repräsentiren die verschiedenen algebraischen 
Divisoren div[n«+y—{] die sämmtlichen conjugirten oder verbundenen 
Primtheiler von » in der Theorie der aus primitiven Wurzeln der Einheit 
< gebildeten complexen Zahlen, so dass das über alle Zahlen %k erstreckte 
Produet 

II div [nu -+y— ] 


der Primzahl » absolut äquivalent wird. Da nun für %> 1 die Congruenz 


Be 


er, = 0 (mod [na +7 — ©) (0, 1,...n—2), 


also für alle Werthe von %k die CUongruenz 

div [muı+y—2].£r, = 0 (mod [nu +y—&]) (=, 1, ...n—2) 
besteht, so muss das Produet auf der linken Seite dieser Congruenz durch 
das Produet aller eonjugirten Primtheiler div [»«+7- ©], d. h. also durch die 
Primzahl » theilbar sein. Mit Benutzung der Gleichung (R'.) kommt daher: 


div [mu +y—2].£r,S = 0 (mod.(1-J+ ")er,S‘) (A=0, 1,... 0-2) 


*) Vgl. $ 15 meiner Arbeit im 92. Bande dieses Journals. 
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oder 
div[au+y—-{I] = 0 (mod.(1—- 54°”). 
Andererseits ist aber: 
1-54" = 1-y+7” (mod. 9), 
1-y+yr" = 0 (mod.n) 
und also: 
1-C+” = 0 (mod [nu +y—[)). 
Es muss daher 
1—- &+°” oo div[nu+y-—[J], 
d.h. es muss die complexe Zahl 1—{+{” selbst ein Primtheiler von n 
und also 
(S) Nm(l-JS+{ö”) = mn 
sein, wenn die Norm das Product aller derjenigen complexen Zahlen 
1— £'+£” bedeutet, in welchen { irgend eine primitive (n—1)!* Wurzel der 
Einheit ist. 

Die für die Lösbarkeit der Jacobischen Aufgabe erforderliche, aber 
nicht ausreichende Bedingung (S$.) ist für alle Primzahlen n=3, 5, 7, ... 
bis »=43 erfüllt; für a=47 aber nicht. In diesem letzteren Falle ist 
nämlich —{ eine primitive 23ste Wurzel der Einheit, und die Zahl 47 ist 
nicht als Norm einer aus 23sten Wurzeln der Einheit gebildeten eomplexen 
Zahl darstellbar; es giebt also überhaupt keine complexe Zahl, welche der 
Primform nu—2—-{ oder dem algebraischen Primtheiler div[aua—2—{ 
äquivalent wäre, welche also die für eine der complexen Zahlen 1—-{-+T” 
verlangte Bedingung erfüllte*).. Wenn aber von der zweiten durch die 
Congruenzbedingungen (R’.) ausgedrückten Jacobischen Forderung abgesehen 
wird, so ist die Aufgabe auch für » = 47 noch lösbar, d. h. es lässt sich 
auch in diesem Falle noch @* als Produet von Potenzen conjugirter w-Func- 
tionen darstellen. Hierfür ist nämlich die in der Gleichung (AR'.) oder in 
der Congruenz (R'.) ausgedrückte Bedingung einzig massgebend, und es 
soll deren Inhalt nunmehr näher dargelegt werden. 


Da die Congruenz (R".) für sich, d.h. abgesehen von den jetzt bei 
Seite zu lassenden Uongruenzbedingungen (R'.), ganz beliebige ganzzahlige 
Werthe der Coeffiecienten r gestattet, so kann dieselbe, unter Anwendung 
der in meiner Arbeit (im 92. Bande dieses Journals) eingeführten Divisoren- 


*) Es ist hier die primitive Wurzel —2 für y genommen. 
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Systeme höherer Stufen, einfach dureh die Congruenz: 
(T) n= 0 (modd.1—-z+2”, 142”) 
dargestellt werden, in welcher (1—-z2°+2”, 142”) ein Divisoren - System 
zweiter Stufe ist. Dieses Divisoren-System ist in Faetoren zerlegbar, welche 
den einzelnen irreductibeln Factoren von 1+2” entsprechen. Sind nämlich 
F(z) und @(z) zwei Divisoren von 1+2”, die mit einander keinen gemein- 
samen T'heiler (erster Stufe) haben, so ist das Modulsystem 
(1—-2'+2”, F(2).@(z)) 
aus den beiden Modulsystemen 
(1-2+2”, F(z2)), (1-2+2”, G(z)) 
zusammengesetzt*), da bei der Multiplication der Elemente dieser beiden 
Modulsysteme zuvörderst das System 
((1- 2'432”), (1--2+2”)F(z), (1-343”)@G(z), F(2).@G(z)) 
resultirt und aber die in den drei ersten Elementen mit (1— +2”) multi- 
plieirten Functionen 
1—-2+2”, F(z), @(z) 
ein Modulsystem bilden, welches äquivalent Eins und daher kein Modul- 
system im eigentlichen Sinne des Wortes ist. Um dies näher darzulegen, 
hebe ich zuvörderst hervor, dass die Eliminationsresultante von F(z) und 
G(z), als homogene lineare Funetion derselben, dem Modulsystem (F(2), @(z)) 
als ferneres Element hinzugefügt werden kann. Diese Resultante wird 
durch das Product aller Factoren (C’—[”) dargestellt, welche man erhält. 
wenn man für © alle Wurzeln der Gleichung F(z) = 0 und für ©* alle die- 
jenigen der Gleichung @(z)=0 setzt; ihr Werth ist eine ganze Zahl d, 
und da sie durch ein Product 


(h k)mi 


+A1-°”) oder +TI(1-e 
IK h,k 


*) Vgl. Bd. 92 dieses Journals, S. 78, V. Es kann übrigens an der bezeichneten 


Stelle hinzugefügt werden, dass ein Modulsy stem (M.M', M, M,,...) auch dann aus 
den beiden er In m. En c6 (, E. M,,. A Zusamme ngesetzt ist. wenn das 
Modulsystem (M, M', 1, .s co 1 ist; denn das componirte System ist aus den 
Elementen 


M.M', M.M, M.M,, ..., M.M, EN Be ee an 


zu bilden, und für een Ww a h=1,2,... können die Elemente M.M,, M'.M,. 
M,.M,, M,.M,, ... durch das einzige RR M, ersetzt werden, weil das aus den 
damit multiplieirten Elementen gebildete System der gemachten Voraussetzung gemäss 
äquivalent Eins ist. 


Journal für Mathematik Bd. XCIII. Heft 4. 45 
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gegeben ist, so kann sie nur ein Divisor von v sein. Es mag hier bei- 
läufig bemerkt werden, dass, wenn dieser Divisor d von Eins verschieden 
ist, die Funetionen F(z) und @(z) ein Divisoren-System zweiter Stufe ve- 
mein haben; so ist z. B. 


1+2°+2° = (14+3+3°)(-2+23—3°+3°)+3, 


also 
1+2°+2° = 0 (modd.14+2+2°, 3), 
und das hier auftretende Modulsystem zweiter Stufe (l+2-+2°, 3) ist daher 
in den beiden Functionen 1+3+2°, 1+2°+z° zugleich enthalten, wenn die- 
selben auch keinen Divisor erster Stufe gemein haben. — Nach vorstehender 
Darlegung findet nun die Aequivalenz 
(1—-2'+2”, F(z2), @(z)) cv (1-23+2”, F(z), @(z), d) 
statt, und da auf Grund der Congruenz (T.) die Zahl » die beiden Modul- 
systeme 
(1-343", F@)), (1-342", G()) 
und demnach auch das den beiden gemeinsame Modulsystem 
(1—-2+2”, F(z), G@(z)), 
also auch das diesem äquivalente 
(1—-2+2”, F(z), @(z), d) 
enthalten muss, so kann eben diesem Modulsystem die Zahl » als Element 
hinzugefügt werden*). Alsdann kommen aber die beiden Zahlen d und n 


als Elemente vor, und da d ein Theiler von v und also von »—1 ist, so 
ist schon das Modulsystem (d,») und daher auch das Modulsystem 


(1-3'43", F@), 6@)) 
äquivalent Eins. Hieraus folgt aber, dass in der T'hat, wie oben behauptet 
worden, das System 
(1—- 2'+2”, F(z2).@(z)) 
aus den beiden Modulsystemen 
(1-24 2”, F@), (l-3+3", 6@)) 
componirt ist. Führt man, wie im $ 22 meiner im 92. Bande dieses Journals 


abgedruckten Arbeit, an Stelle der Divisoren-Systeme die „Formen“ mit 
„Unbestimmten“ «, «, ... ein, so besagt die Congruenz (T.), 


*) Vgl. Bd. 92 dieses Journals, S. 77, II. 
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dass die Form zweiter Stufe (1-34 2”)u-+1+2” in der Zahl n 
enthalten sein muss *). 
Hiernach muss, wenn F(z), wie oben, einen Divisor von 1-+z’” bedeutet, 
auch die Form 
(1—2+2”")u+F(z) 
in der Zahl » enthalten sein, und andererseits ist, wenn die beiden Formen 
(1—-2+2”")u+F(), (1-242”")u+G@G(z) 
in » enthalten sind, nothwendig auch die aus beiden eomponirte Form 
(1—-2+2")u+F(z).@G(z) 
in der Zahl » enthalten. Da nämlich, wie oben dargelegt worden, das 
Modulsystem 
(1-2'+2”, F(z2), G(z) 
äquivalent Eins ist, so haben jene beiden Formen keine andere mit einander 
vemein, und das Enthalten-Sein jeder einzelnen hat darum das des Produets 
zur Folge. Um dies aber hier ohne Bezugnahme auf meine mehrfach er- 
wähnte Arbeit nachzuweisen, seien P(z), Q(z), R(z) ganzzahlige Functionen, 
welche die für die Aequivalenz 
(1—-2+2”, F(z2), @(z2)) v1 
erforderliche Gleichung 
(1—-2+2”")P(z)+F(z)QO(z)+G(z)R(z) = 1 
erfüllen. Es seien ferner $(z), P,(z), F(z), P,(z) ganzzahlige Functionen, 
welche die den Congruenzen 
= (0) (modd. 1—- 243”, F(z2)), n=0 (modd. 1— 2 +2”, G(z)) 
entsprechenden Gleichungen 
n= (1—-2+3")P(z2)+F(e)$,(), n= (1-2+2”")P(2)+G(z) P,(z 
befriedigen. Alsdann findet die Gleichung 
n=(1-3+3”")(G(z)R(z)P(3)+F(z)Q(2) #2) +nP(z))+F(2)@(z)(R(z)P,(2)+0(2)F,(z)) 
statt, welche sich durch die Congruenz 
n = 0 (modd.1—-2'+2"”, F(2).@(z)) 
darstellen lässt und welche zeigt, dass in der That die Form 
(1—-2+2”)u+F(2).@G(z) 


*) Vgl. Bd. 92 dieses Journals, S. 85, I. und S. 91, IX°. 
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in der Zahl » enthalten ist. Die Congruenz (T.) kann demnach durch (die 
Congruenz 


T.)) n= 0 (modd.1-z +32”, f,(2)) =1,2,..) 


ersetzt werden, wenn darin f,(z) alle verschiedenen irreduetiblen Factoren 
von 2”+1 repräsentirt, und die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass sich © in der Form (0'.) mit irgend welchen Exponenten r. 
d.h. ohne die beschränkenden Congruenzen (R’.), darstellen lasse, können 
also auch dahin formulirt werden, dass es Zahlen /, m geben muss, 
für welche die sämmtlichen Formen zweiter Stufe (1— 243”) u+ h(@ 
in der Primzahl » enthalten sind, oder für welche die Primzahl 
durch jede der complexen Zahlen 


1—- CC" G=1,385...-9 
theilbar ist. 
Die Werthe £, ©, ©, ... ©” sind nämlich die » verschiedenen Wurzeln 
der sämmtlichen Gleichungen f,(z) = 0, und es zeigt sich daher als Resultat 
der vorstehenden Entwickelung, dass die aus der Gleichung (R’.) unmittel- 
bar als nothwendige Bedingungen folgenden Congruenzen 
(T) n= 0 (mod.(1- "+ 5") 

zugleich ein System von hinreichenden Bedingungen für die Darstellung 
(Q'.) bilden. Es sind also Eigenschaften der Zahl » in der Theorie der 
aus (a—1)!n Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen oder 


Zrri 


also Eigenschaften von » im Rationalitäts- Bereich [e"']*), auf denen die 
Möglichkeit jener Darstellung der Kreistheilungs-Ausdrücke durch w-Fune- 
tionen beruht, und darin liegt es, dass Jacobi, der in seinen Vorlesungen 
2ri 

im Jahre 1836 die Theorie der eomplexen Zahlen des Bereichs [e"'} noch 
nicht benutzen konnte, bei Aufsuchung jener Darstellung zu der schon oben 
eitirten Aeusserung veranlasst wurde: „es sei sehr schwer ein allgemeines 
Verfahren anzugeben, indem jede Primzahl (») hier als Individuum autftrete. 
für welches bis jetzt ganz besondere Verfahrungsarten angewendet werden 
müssten”. 

Um die obigen Ausführungen an einigen Beispielen zu erläutern, 
knüpfe ich zuvörderst an die auf S. 347 mitgetheilte Jacobische Darstellung 


=) Vgl. Bd. 92 dieses Journals, S. 14. 
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von ©" oder (a, x)" an, so dass 

„=19, y=2, w(e)=900', m=1, I=13, v=9 
wird, da 2” == 3 (mod. 19) ist. Alsdann ist 

(A-3"+2)£r,3 = 19 (mod.(z’+1)), 

wenn 

(U.) zr,3 — 4+23+2°+53°+63°+33’+ 934 72'483" 
genommen wird, und die hierdurch definirten Zahlen r bilden die Exponenten 
der conjugirten w-Funetionen bei jenem Jacobischen Ausdrucke. Hier ist 
also, wenn —{ eine primitive neunte Wurzel der Einheit bedeutet, 

19 = 0 (mod. (1- T*+5N) (k=1,3, 5,...17) 


und diese Congruenz besteht für alle neun Werthe von k, wenn sie nur für 


? 


k=1, 3, 9 erfüllt it. Für k=1 ist nun 1—{"”+{ oder, was dasselbe ist, 
1+&+{&* in der That ein eomplexer Primfactor von 19 und erfüllt daher 
die obige Bedingung (S.), während sowohl für k=3 als für k= 9 


1-10 = 1 
wird. Die durch die Gleichung (U.) definirten Exponenten r genügen somit 
allen Jacobischen Forderungen. Wird aber 

n=4l, y=-2, v=23 
genommen, so kann — wie schon oben dargelegt worden — den sämnt- 
lichen Jacobischen Forderungen nicht genügt werden, sondern nur insoweit, 
als von den Congruenzbedingungen (R'.) abgesehen wird. Jede w-Funetion, 


welche nach der Jacobischen Bezeichnung den Index y” hat, d. h. also: 


—1 
1+y 
wird durch die Zahl m oder auch durch die complexe Zahl 


m m 


v„ oder ®©,® „@® 
Y y 
1—- + er 

bei welcher / durch die Congruenz 

1—-y+7" = 0 (mod.n) 
bestimmt ist, vollkommen charakterisirt. Für je sechs dieser w-Funetionen, 
welche nach der oben mitgetheilten Jacobischen Bemerkung sieh unmittel- 
bar auf einander redueiren, sind die beiden Zahlen /, m beziehungsweise: 
(I, m), (lI-m, —m), (m+v, I+v), (m—l, -I-v), (-m+rv, i-m-+v), (—I, m-I—v): 


es sind also die complexen Zahlen 


1 I | m 1 ri-m ı 7—m 1 [ Mi 1 [om 1 —m Sel—m | f- m-—I 
He, 1-4, 140, 1-0 dm, 1Hsmgen, 16-201 
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welche den sechs Funetionen w entsprechen. Diese unterscheiden sich von 
einander theils gar nicht, theils nur durch einfache Einheiten &”, —Z, ... 
Die eine complexe Zahl 
47 

ist daher für die sämmtlichen sechs auf einander zurückführbaren w-Func- 
tionen charakteristisch, und es ist für die Zahl 7 z. B. nur je einer von den 
sechs Werthen 

, I-m, m+v, 


m—l, —m-—-v, —I 


zu nehmen. Setzt man nun = —S, so dass für n=47 mit f eine pri- 
mitive 23°'° Wurzel der Einheit bezeichnet ist, so sind die einzig in Be- 
tracht kommenden acht Funetionen w: 


©, or G, or 0; or or @, G, @, Do, or or or om 
u’ u °* u oa, ' u ..: Re m; a. 
- 3 4 oO ) ‘ 10 ıı 


beziehungsweise durch die complexen Zahlen 
2-P, 149-8, 149-7, 14ßHß, 1-88, BP", 149, 1-BN4 9 
charakterisirt. Von diesen Zahlen sind die 2te und 6te, sowie auch die 4 
und 7'e mit einander conjugirt. Die 5te und $te Zahl sind, abgesehen von 
einer einfachen Einheit, ebenfalls mit einander conjugirt, da 
— aeg, >) 2 1-4 A" 2 1—ß 10, 95 

ist. Da nun jede der acht complexen Zahlen den algebraischen Primtheiler 

div [47u+2—P] 
enthält, so enthalten jene sechs, d. h. die 2te, 4te Hte 6te, 7te und 8te der 
complexen Zahlen ausser div[47«u+2—ß] noch einen der damit conjugirten 
Primtheiler. Die erste und dritte dagegen, nämlich 2—-£ und 1+P+P", 
enthalten »ur div [47u+2—/] und keinen der damit conjugirten Divisoren: 
diese beiden eomplexen Zahlen enthalten daher, da div[47u-+2—P] keiner 
eomplexen Zahl in 5 absolut äquivalent ist, noch algebraische Divisoren 
sewöhnlicher, von 47 verschiedener Primzahlen, und können also nicht, wie 
es die Congruenz (T'.) verlangt, als 'T'heiler in der Zahl 47 enthalten sein. 
Die anderen sechs complexen Zahlen sind dagegen in der T'hat Divisoren 
der Zahl 47, und jede derselben ist dem Producte von zwei conjugirten 
Primtheilern 

div [47u+2—P] 
absolut äquivalent. So ist z. B. 
1+B—-B* co div [47u+ 2 - B].div[47u +2 — 8], 
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da einerseits die complexe Zahl links durch jeden der beiden Primtheiler 
rechts theilbar ist, und da andererseits das Produet der 11 conjugirten Zahlen 

1+ 9" 9" (M=1,2, 3, .... 11) 
gleich 47 ist, so dass die Zahl 1+3— 5” nur Primtheiler von 47 und von 
diesen selbst nur zwei conjugirte enthalten kann. Da die Zahl 1+4P—/P* 
die w-Funetion ®, @©,@,' charakterisirt, so ist die 47°te Potenz von @® mittels 
eben dieser w-Funetion in der Form (Q.) darstellbar, ohne dass jedoch die 
Exponenten r darin die Congruenzen (R".) befriedigen. 

Dass, wie Jacobi vermuthet zu haben scheint, die von ihm mit (e, &) 
bezeichneten Kreistheilungs - Ausdrücke, stets als Producte conjugirter w- 
Funetionen darstellbar sein sollten, ist nach den oben dafür gefundenen 
Bedingungen (T'.) kaum anzunehmen; denn darnach müsste stets eine Zahl 
m existiren, für welche jede der complexen Zahlen 


1 N km kind.(1+9”) 


_ 
- 


(k= 1,3, .... 4—?), 
wo £ eine Wurzel der Gleichung 3%”) +1 — 0 bedeutet, entweder eine eom- 
plexe Einheit oder aber ein Produet conjugirter algebraischer Primtheiler 
von 4 ist. Ich habe jedoch noch für keinen Werth von 4 feststellen können, 
dass diese Bedingungen nicht erfüllbar sind. Die erste Primzahl. welche in 
dieser Beziehung zur Untersuchung geeignet erscheint, ist = 83. Indessen 


hat die von Jacobi erstrebte Darstellung von («, x)‘, ohne jene Üongruenz- 
bedingungen (R'.), keinerlei theoretischen Werth: und mit den bezeichneten 
Congruenzbedingungen ist — wie oben gezeigt worden — die Darstellung 
schon für = 47 nicht mehr möglich. Wenn die Congruenzbedingungen 
(R'.) erfüllbar sind, ist die für die Funetion Vm charakteristische eomplexe 
Zahl 1—-5+{5” ein complexer Primfaetor der Primzahl », welche bei Jacobi 
mit 4 bezeichnet ist, und gerade auf dieser Eigenschaft, nieht auf der einfachen 
Bildung und Gestalt der w-Funetionen, beruht ihre theoretische Bedeutung 
für die Kreistheilungs-Gleichungen wie für die Abeischen Gleichungen über- 


m 


haupt. Tritt nämlich an die Stelle von 1— T-+ T” ireend eine eomplexe Zahl 
- - ben) 


* sen ’ ) 
= ’n - ( ı 1, ... no ), 
für welche die Bedingungsgleichung (R'.) 
ehk FOR h=u,1l, ..n—7 
= q . = r, > = k -—a m n—?2 


erfüllt ist, während die Zahlen r, den Congruenzbedingungen (R'.) genügen, 
so ist genau so wie oben zu erschliessen, dass der Gleichung ($.) gemäss 
(SS) Amnzgql. =n 
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sein muss. Eine solche eomplexe Zahl Fq,{ charakterisirt alsdann einen 
h 
Ausdruck 7,, der sich durch die Gleichung 


r = No”, 

nı-% 
bestimmt und die Eigenschaft hat, dass sich ®" in der Form (Q.) darstellen 
lässt, wenn darin an Stelle jener specielleren Functionen % diese allgemeineren 
P gesetzt werden. Aber nicht bloss für den Fall, dass gemäss der Be- 


dingung (S’.) die Primzahl » sich als Norm einer complexen Zahl in £ 


darstellen lässt, sondern ganz allgemein führt die obige Deduetion, wenn 
darin an Stelle von 1—-5'+{” irgend eine complexe Zahl in € genommen 
wird, zu Resultaten über die verschiedenen Arten der Darstellbarkeit von 
Wurzeln Abelscher Gleichungen, welche ich in einem anderen Aufsatze 
näher darlegen werde. 

Für den Fall der Kreistheilung erlangt man mit Hülfe der w-Func- 
tionen, wie von Jacobi in seinen Vorlesungen hervorgehoben wird, eine 
zahlentheoretische Definition für die Coefficienten der oben mit ®" bezeich- 
neten Ausdrücke, welche auch zu deren Berechnung sehr geeignet erscheint. 
Aber wenn man zu Gunsten der Einfachheit der zahlentheoretischen Definition 
auf die Einfachheit der wirklichen Ausrechnung verzichtet, so ist es besser. 
den Werth des Kreistheilungs-Ausdrucks ®" direet, d. h. ohne Vermittelung 
durch die w-Funetionen darzustellen. 


Il. 

Bezeichnet man, wie oben (I.), mit © eine Variable, mit x eine 
primitive pt Wurzel der Einheit und mit g eine primitive Congruenzwurzel 
von p, Ist ferner » irgend ein Theiler von p—1l und ® eine primitive 
n'® Wurzel der Einheit, so ist gemäss der obigen Formel (A.), wenn darin 
!=n, m = 1 genommen wird, 


Zw’) = p&c,w (mod. (w"—1)) Ga 


t=WU 1 ... wi) I 
WO Cu Cr ++. C,„_, &anze Zahlen bedeuten, und es sind eben diese ganz- 
zahligen Coeffiecienten ec, deren Bestimmung die Kreistheilung erfordert. Da 
nun, je nachdem A einen der Werthe 1, 2, .... p—1 oder den Werth p hat, 


Ewa zwtitFwa oder =0 (mod.(w—1)) =9,1,...-9 








ist, SO W 
und die ( 


ist daher 


für den 
führte Sı 


liefert a 
theilbar 


wenn di 
erstreckt 


erfüllen. 
c algebr 


h die G 


besteht, 
(Y.) in 

Anzahl ı 
definirt, 


zugleich 
Weise 

sruenze 
u 
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ist, so wird 


r a y r mg \n (au N k=Uu 3 1 
(Zw Hr = (p-1Ew =’) (mod.(o’—-1)) (7), ) 
und die (a+1)-fache Summe 
B’ERrM .&Ww r.tr,t“ tra zek@"" N ee gn) ( k er 1. . .) 
k Tı Ta Na N, Ta, ++ In .EII2 u 


ist daher dem Ausdrucke 
p(p-V)ZEe,w (t=U0 1, .... n—1) 


für den Modul (w"—1) congruent. Die in Beziehung auf k allein ausge- 
führte Summation 


dl a |, 
PIE a ten) (k {) 1 . pl) 
k 


liefert aber den Werth p oder Null, je nachdem g’+g”+---+g" durch p 
theilbar ist oder nicht, und es wird daher 


1 | r.+r; 
(V) ZowW = E: E w ” (mod.(w"—1)) w=u 1.1, 
t u RR A 
wenn die Summation rechts auf alle Werthe r,, nr, ...n„=0, 1, ... p—2 
erstreckt wird, welche die Congruenzbedingung 
’+g°+--+g” = 0 (mod.p) 


erfüllen. Setzt man w" an Stelle der Variabeln w, so werden die (oeffiecienten 


c algebraisch dadurch charakterisirt, dass für alle ganzzahligen Werthe von 
h die Gleichung 


9 2 — yP—? n hit 
(z+w 2’ + 0" a4 Ha ME = pFc,w =0,1, ...n—1) 


besteht, und jeder dieser Coeffiecienten e, wird auf Grund der Gleichung 
(Y.) in der elegantesten Weise rein arithmetisch als der (p—1)'° Theil der 
Anzahl der modulo(p—1) unter einander verschiedenen Werthsysteme r,, r». ... r, 
definirt, welche den beiden Congruenzen 


rn t+n++r,=t (mod.n), g’+g’+--+9"=0 (mod.p) 
zugleich genügen. Vieselbe Definition lässt sich noch in etwas anderer 
Weise formuliren, wenn man an Stelle der Zahlen r die dureh die Con- 


gruenzen ’=s (mod.p) erklärten Zahlen s einführt. Alsdann hat man für 
S1, 82, ... 8, alle diejenigen von den Werthen 1, 2, ... p—1 zu nehmen. 


für welche die beiden Congruenzen 


t4 nn 


8 N Eg s+s+°-+s,=0 (mod.p) 


zugleich erfüllt sind, wenn h eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Unter- 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 4. 46 
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scheidet man nun die sämmtlichen modulo p verschiedenen Zahlen nach 
den » Gruppen, von denen eine durch die „!" Potenzreste gebildet wird, 
so wird der Werth von 

(p-1l)e, (=0, 1, ... 0-1) 
einfach als die Anzahl der nach dem Modul p verschiedenen Systeme von n 
Zahlen $,, S2, ... 5, definirt, deren Summe durch p theilbar ist, und deren 


Product zu der durch g’ bestimmten Gruppe von en Zahlen gehört. End- 


lich möge noch die Gleichung selbst, welche entsteht, wenn in (YV.) die 
Variable © durch w ersetzt wird, hier ausdrücklich hervorgehoben werden, 
nämlich die Gleichung: 


r N at ) h % “tr+-+tr 
@ = (Ew" a? y PR ar FE w (rtr+ +7) Bann. 
r Ps PL E TEE En 


in der die Summation rechts nur auf alle diejenigen Werthe r,, r,, ...r,= 0, 
l,...p—2 zu erstreeken ist, welche die Congruenzbedingung 
g’+g”+-.-+g" = 0 (mod.p) 
erfüllen. 
Es bedarf kaum der Erwähnung, dass bei der Zählung der ver- 
schiedenen Werthsysteme r,, nr, ... r, und s.. 8, ... 5, 2. B. die beiden 
Werthsysteme 


„=0d n=1l neue ..; am na au si 
als zwei verschiedene zu rechnen sind. Bezeichnet man nun mit m, die 
Anzahl derjenigen Zahlen r, die gleich k sind, so gehen die beiden obigen 
Uongruenzen 
n+n+-+r, =t (mod.n), g"+g°+..+g9”=0 (mod.p) 
in folgende über; 


(W) FEkm,=t (mod.n), FIkmyaın Zn (mod.p) 
k ’ k 


mit den Bedingungen 


sm <n k=1,2,...p-2. 
- Ä 


Denn jene Congruenz g"+g"”+--+g”=0 (mod.p) ergiebt zuvörderst die 
folgende: 
= n—? h= p—? 
> mg =0 oder n+ 3 m(!-N)=0 (mod.p), 
1 


h () L- 


da n=m+tm+:+m,., ist, und die letztere Uongruenz führt, wenn 


g-l= 
gruenze 


darstell 
erstreck 


noch di 
wöhnlic« 
währen 


so Ist I 


wenn € 
erstree] 
I, . 


ist, unc 


modulo 
für n = 


die Be 

l- 
wenn ı 
für die 
und al 


Für ei 
Anzah 
gleich 
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g—1l=k(mod.p) gesetzt wird, unmittelbar zu der zweiten von den Uon- 
gruenzen (W.). Es lässt sich hiernach der Coeffieient e, auch in der Form: 


n! 1 
p—1 m,!m, !m,!...m,—.! 
darstellen, wenn die Summation auf alle Werthe m,, m,, ... m, = 0,1,2,...n 


erstreckt wird, für welche ausser der Bedingung 

m tm tm+ tm. = n 
noch die beiden Congruenzen (W.) befriedigt sind. Dabei hat man, wie ge- 
wöhnlich, m! gleich dem Produet 1.2.3...m zu nehmen, wenn m >> U ist. 
während man, wenn m = ist, m!=1 zu setzen hat. — Setzt man m, =1,. 


so ist /, die Anzahl derjenigen Zahlen s, die gleich % sind, und es wird: 


Te 1 
—— - 7“ ' 
p—1 Lil. 
wenn die Summation auf alle diejenigen Werthe 4, 4,...4,,=1,.2,...n 


erstreckt wird, für welche 
W+b+L,+.-+41,,=n, 4+2L,+3,4.-+(p-)L-, = 0 (mod.p 
ist, und für welche zu gleicher Zeit der Rest der Zahl | 
23,3%...(p—1)P" 
modulo p zu der Gruppe der Reste g‘, g'*”, g*”, ... gehört. So erfüllen 
für a=2, p=7 die Werthsysteme: 


ol h=l, = 1; hi L=]1, L=]1 
ie ati ha ku kei 
Bee a u 


die Bedingungen 

W+b+L, +, +4,46, =3, 4+2L,+36,4+ 4,4546, = 0 (mod.”), 
wenn diejenigen /, die weggelassen sind, gleich Null genommen werden: 
für die beiden ersten Systeme / wird nun t=(0, für die sechs anderen ?= 2. 
und also, da hier »!=p-—1 ist, 

o=2, ,=0, 59=3. 
Für eine beliebige Primzahl p von der Form 64+1 und für n=3 ist die 
Anzahl der Werthsysteme s,, $:, 8, für welche s+s:+s; = 0 (mod.p) ist. 
gleich (p—1)(p—2). Es ist daher +4, +0G=p-2: ferner wird, da 
(Zw x”)' = P(c+ ce, w'+ c,w”) (r=0, 1, ... p—2) 
46 * 
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ist, die Zahl +a in der Gleichung 4p = a’+27b’ durch die Bestimmung 
36—- (ots +o)= ta oder 3u-(p-2)= ta 
gegeben. Nach obigen Darlegungen ist nun (p—1)c, gleich der Anzahl 
der Werthsysteme s,, &%, 5, wofür s,s,s; kubischer Rest von p ist, und da 
s+s+s=0 (mod.p), also 
+t8:+s = 35,585; (mod.p) 
ist, so resultirt folgende bemerkenswerthe Lösung der Gleichung 4Jp=«@’+27b°: 
Es wird 
a = Io—p+ 2), 
wenn (p—1)c, die Anzahl der verschiedenen Systeme von Zahlen 


u, 9, = 2 30... 9-1 


bedeutet, wofür die Summe s,+8s2+s; durch p theilbar und zugleich die neunfache 
Summe der Kuben 9(s};+s:+s3) kubischer Rest von p wird. So giebt es, um 
einige einfache Beispiele anzuführen, im Falle p=7, nur die den Bedin- 
gungen genügenden Systeme: 
, , Bei u 5, a, Dei 
deren Gesammtanzahl 12 ist, so das „=2 und @ =1 wird Für p=13 
giebt es nur die Systeme 
. 5 el EEE rt U IE 
deren Gesammtanzahl 24 beträgt, so dass ebenfalls c, = 2 und aber 
a’ = (3.2—11)", also a@—=25 wird. Für p=19 existiren folgende Systeme: 
Ss. 5, 5 = h, 33h, —4h (mod. 19) G=1,2, ... 18) 
55 Ss = k, Th, —8k (mod.19) (k=1,2,2, 2, 9,2 


die Gesammtanzahl ist daher 6.18-+6.6, und da diese den Werth von 18e, 
eiebt, so wird ,=8 und ® = (3.8—-17)’=49, und es ist in der That 
4.19 = 49427. Ich bemerke schliesslich, dass sich ähnliche elegante Be- 
stimmungen für die Darstellung der Primzahlen in den Formen a’+5’ und 


a+25b’ aus den obigen Entwickelungen herleiten und aber auch auf die 
bekannten Resultate der Kreistheilungs-Theorie zurückführen lassen. 
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Zur arithmetischen Theorie der algebraischen Formen. 


(Von Kronecker.) 


I. Nind F,, F, F, ganze algebraische Formen irgend welcher Stufe, 
und sind F und F, in F, enthalten, so ist offenbar die componirte Form 
F.F, in (uF+F,).F, enthalten. Da nun die Form «F+F,, gemäss $ 22, IV 
meiner Festschrift zu Herrn Kummers Doctor-Jubiläum (vgl. Bd. 92 dieses 
Journals), den grössten gemeinsamen Inhalt der Formen F und F, bildet, 
so zeigt sich, dass eine Form, welche zwei andere Formen enthält, nach 
Multiplieation mit deren grösstem gemeinsamen Inhalt, durch das Produet 
derselben theilbar wird. Auch in dieser Beziehung behalten also die Gesetze 
der gewöhnlichen Zahlen für die Formen ihre Gültigkeit. 

II. Bedeuten x, &,, ... die Elemente eines Fundamentalsystems 
der Species ©, so kann die charakteristische Eigenschaft einer Fundamental- 
form von (&) mit den Coefficienten x’, =", ... nach $ 24 meiner Fest- 
schrift dahin formulirt werden, dass jedes der Producte x, x’ als homo- 
gene lineare ganze Function von «, €, ... selbst, mit ganzen dem Stamm- 
bereich angehörigen Coefficienten darstellbar sein muss. Durch Multiplication 
einer Fundamentalform mit einer beliebigen Form entsteht hiernach wiederum 
eine Fundamentalform. Denn, wenn y irgend eine ganze Grösse des Art- 
Bereichs (©) bedeutet, so ist offenbar jedes der Producte x) x’ y eine 
homogene lineare ganze Function der Producte xy mit Stammbereich- 
Coefficienten, da jedes der Producte z{x“ eine ebensolche Funetion der 
Grössen a’? ist. Sind nun die beiden Fundamentalformen erster Stufe 


Zum vd zMyd, Ew®) z® Erbe 
hi k 


einander relativ äquivalent, so wird dies nach $ 23, II meiner eitirten Fest- 
schrift durch Gleichungen 


2) y“ z” En ı Say; FA A — z’> D.n a y' (A,.,i=1,2 ) 
” h,i 
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charakterisirt, in welchen =’, 2’ ganze, dem Art-Bereich (5) angehörige 
Grössen, die Coefficienten @,;, d,, aber ganze Grössen des Stammbereichs 
bedeuten. Ist die Form Fo" z® eine Grundform von nur » Gliedern, wo 


» die Ordnung der Species © bezeichnet, so sind die » den Werthen 
k—=1,2,... » entsprechenden Functionen der Unbestimmten «, oe: 
= A, u vo . (h,i=1,2,...) 
hi 


von einander unabhängig, und es können also dafür ebensoviel unabhängige 


Variable oder Unbestimmte w', ©", ... 0” gesetzt werden. Unter den 
»emachten Voraussetzungen wird daher 

2 Zu a. Er yV in eEwz (" 3 
durch die Substitution 


transformirt. Bei dieser Substitution besteht aber auch die Gleichung (vgl. 
S. 105 meiner Festschrift): 
Nmz’.Nm&u” 2", Nm3rv"y® = Nme’. NmFw® 3®, 

h Ü k 
und also, nach Weglassung der grössten gemeinsamen Theiler auf beiden 
Seiten: 

Fm Fu" 2", Fm3e"y® = FmFo® 3®, 

h ’ k 
Die Substitution, mittels deren das Product zweier primitiver Grundformen 
von beliebig vielen Gliedern 


Fm Fu 2", FmF&o'y® TEE WR 


h 
in eine primitive Fundamentalform von nur » Gliedern 


FmFE 0” 3% Br 
k 


transformirt wird, bestimmt sich hiernach unmittelbar als diejenige, mittels 
welcher die aus den beiden algebraischen Formen Fu” x", Fr” y® com- 
ponirte Form in irgend eine ihr relativ äquivalente lineare Grundform von 
nur » Gliedern, Fo” 3®, übergeführt wird. 





Pre 


Curve 
lich d 
stillse] 
entleh 
imagii 
abzuh 
einem 
dass « 
assoch 
Ireten. 
der ge 
Geltun 


seinen 
gefüh: 
Vorste 
werde 
Gegeı 
Bedeı 
Steine 


die U 


367 


Preisaufgabe der Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin für das Jahr 1884. 


Die bis jetzt zur Begründung einer rein geometrischen Theorie der 
Curven und Flächen höherer Ordnung gemachten Versuche sind hauptsäch- 
lich deswegen wenig befriedigend, weil man sich dabei — ausdrücklich oder 
stillschweigend — auf Sätze gestützt hat, die der analytischen Geometrie 
entlehnt sind und grösstentheils allgemeine Gültigkeit nur bei Annahme 
imaginärer Elemente geometrischer Gebilde besitzen. Diesem Uebelstande 
abzuhelfen giebt es, wie es scheint, nur ei» Mittel: es muss der Begriff der 
einem geometrischen Gebilde angehörigen Elemente dergestalt erweitert werden, 
dass an die Stelle der im Sinne der analytischen Geometrie einem Gebilde 
associirten imaginären Punkte, Geraden, Ebenen wirklich existirende Elemente 
freten, und dass dann die gedachten Sätze, insbesondere die auf die Anzahl 
der gemeinschaftlichen Elemente mehrerer Gebilde sich beziehenden, unbedingte 
Geltung gewinnen und geometrisch bewiesen werden können. 

Für die Curven und Flächen zweiter Ordnung hat dies v. Staudt in 
seinen „Beiträgen zur Geometrie der Lage“ mit vollständigem Erfolge aus- 
geführt. Die Akademie wünscht, dass in ähnlicher Weise auch das im 
Vorstehenden ausgesprochene allgemeine Problem in Angriff genommen 
werde, und fordert die Geometer auf, Arbeiten, welche dieses Problem zum 
Gegenstande haben und zur Erledigung desselben Beiträge von wesentlicher 
Bedeutung bringen, zur Bewerbung um den im Jahre 1884 zu ertheilenden 
Steinerschen Preis einzureichen. Selbstverständlich muss in diesen Arbeiten 
die Untersuchung rein geometrisch durchgeführt werden; es ist jedoch nicht 
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nur zulässig, sondern wird auch ausdrücklich gewünscht, dass die erhaltenen 
tesultate auf analytisch-geometrischem Wege erläutert und bestätigt werden. 

Die ausschliessende Frist für die Einsendung der Bewerbungsschrif- 
ten, welche in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache verfasst 
sein können, ist der 1. März 1884. Jede Bewerbungsschrift ist mit einem 
Motto zu versehen und dieses auf dem Aeusseren des versiegelten Zettels, 
welcher den Namen des Verfassers enthält, zu wiederholen. Die Ertheilung 
des Preises von 1500 Mark erfolgt in der öffentlichen Sitzung am Leibniz- 
Tage im Juli 1884. 





